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本 书 自 1979 年 出 版 发 行 以 来 ,历经 30 多 个 春秋 ,一 直 畅 销 不 衰 , 深 得 
读者 厚爱 。 在 郭 大 钧 教授 的 帮助 和 指导 下 ,对 全 书 我 不 断 地 修订 和 补充 ， 
不 断 地 修正 错误 ,不 断 地 替换 更 为 简洁 的 解法 和 证 明 ,力求 本 书 一 直 保持 
其 先进 性 完整 性 和 准确 性 ,以 求 对 读者 的 高 度 责 任 感 。 读 者 通过 学 习 该 
书 , 对 掌握 数学 分 析 的 基本 知识 、 基 础 理论 和 基本 技能 的 训练 ,感到 获 益 
菲 浅 , 移 蕉 其 为 学 习 数 学 分 析 "不 可 蔡 代 "之 图 书 , 对 此 我 们 倍 感 欣 奈 , 跑 
策 我 们 为 读者 作出 更 多 的 奉献 。 

这 次 受 山 东 科学 技术 出 版 社 的 约请 ,并 得 到 郭 大 钓 教授 的 大 力 支持 ， 
仍 由 我 负责 全 书 第 四 版 的 修订 、 增 补 和 校 阅 工作 ,以 适应 文化 建设 葵 采 发 
展 的 需要 ,更 加 激发 全 国 广大 读者 的 强烈 求知 欲 。 具 体 主要 做 了 以 下 几 
方面 的 工作 : 

第 一 ,为 全 书 4462 题 中 的 近 三 成 的 习题 ,根据 题 型 的 个 同 ,在 原 题 解 
的 前 面 ,分 别 或 给 出 提示 ,或 给 出 解 题 思路 ,或 给 出 证 明 思 路 。 费 图 启发 
读者 怎样 分 析 该 题 ,怎样 下 手 求解 ;启发 读者 怎样 总 结 解 题 的 规律 ;启发 
读者 怎样 正确 使 用 有 关 的 数学 公式 \、 概 念 和 理论 ,开拓 视野 ,活跃 思路 ; 帮 
助 读者 逐步 解决 学 习 中 的 困难 ,为 他 们 在 学 习 过 程 中 提供 一 个 良师益友 。 
这 是 本 次 修订 的 主要 工作 。 

第 二 ,根据 当前 的 语言 习惯 ,对 全 书 的 文字 作 了 较 多 的 润色 ,使 其 表 
述 更 加 准确 ,更 加 简洁 凝练 。 

第 三 ,改正 了 第 三 版 中 的 个 别 印刷 错误 ,修正 了 函数 图 像 中 的 个 别 问 
题 和 个 别 习 题 的 答案 。 

第 四 ,根据 国家 相关 标准 ,规范 了 有 关 术 语 和 数学 式 子 的 表达 ;并 对 
全 书 使 用 的 外 国人 名 ,按照 现在 的 标准 或 通用 译 法 重新 翻译 人 名 ,以 求 统 
一 标准 。 

第 五 ,对 全 书 的 版 面 和 开本 重新 进行 了 调整 ,使 其 更 富有 时 代 的 色 
彩 。 

我 们 委 切 期 望 使 用 本 书 的 读者 , 槛 得 只 有 通过 个 人 的 独立 思考 ,加 上 
勤学 苦 练 才能 取得 成 功 ,“ 只 看 不 练 假 把 式 ” ,数学 的 学 习 是 在 个 人 的 独立 
解 题 中 逐步 弄 懂 有 关 的 概念 公式 和 理论 的 ,我们 编写 本 书 ,就 是 希望 能 


第 四 版 前 言 


对 数学 分 析 课程 的 学 习 起 到 一 个 抛砖引玉 的 作用 。 读 者 使 用 本 书 最 好 是 
不 要 先 看 题解 ,更 不 要 查抄 解答 和 答案 ,而 是 自己 先 对 照 教材 中 的 有 天 概 
念 ` 公 式 和 理论 独立 进行 思考 ,必要 时 可 参照 书 中 的 提示 、 解 题 思 路 或 证 
明 思 路 独立 完成 解 题 ,然后 再 查看 蔬 中 是 怎样 解答 的 ,比较 自己 的 解 闪 和 
书 中 解答 的 异同 ,从 中 找 出 差距 , 找 出 自己 的 问题 所 在 ,甚至 找 出 书 中 解 
答 的 的 错误 和 不 足 之 处 ,进而 找到 更 为 简洁 的 解答 。 只 有 这 样 才能 提高 
自己 的 思维 能 力 和 创造 才能 ,任何 削弱 独立 思考 的 做 法 都 是 违背 我 们 出 
版 本 书 的 初衷 的 。 

山东 科学 技术 出 版 社 闫 秀 锅 、 宋 德 万 \ 胡 新 莹 等 老 一 代 资 深 编辑 为 本 
书 前 三 版 的 出 版 和 发 行 付出 了 艰 平 努力 ,责任 编辑 宋 涛 为 本 书 第 四 版 怎 
样 提 高 质量 倾注 了 不 少 心血 ,在 此 我 们 一 并 表示 感谢 。 同 时 感谢 山东 大 
学 华东 交通 大 学 、 山 东 师 范 大 学 等 兄弟 学 校对 本 书 出 版 的 支持 。 感 谢 社 
会 各 窜 同 仁 对 本 书 的 支持 。 虽 然 历经 30 余年 的 反复 修订 , 面 对 如 此 庞大 
的 图 书 ,限于 本 人 水 平 , 书 中 难免 有 错误 和 不 当 之 处 , 敬 请 各 位 专家 、 同 仁 
和 广大 读者 批评 指正 ,不 胜 感激 ,并 在 新 版 中 改正 。 


费 定 晖 
2012 年 5 月 于 南昌 华东 交通 大 学 
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吉米 多 维 奇 (6E.IL_ IEMIHTOBIHd) 著 《数学 分 析 习题 集 》 一 蔬 的 中 
译本 , 自 50 年 代 初 在 我 国 释 译 出 版 以 来 ,引起 了 全 国 各 大 专 院 校 广 大 师 
生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数学 分 析 教 学 的 师 生 , 常 以 试 解 该 习题 集中 的 习 
题 ,作为 检验 掌握 数学 分 析 基 本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 一 十 
多 年 来 ,对 我 国 数学 分 析 的 教学 工作 是 其 为 有 益 的 。 

该 书 四 于 多 道 习题 ,数量 多 ,内容 丰 富 , 由浅 入 深 , 部 分 题目 难度 大 。 
涉及 的 内 容 有 函数 与 极限 ,一 元 函数 微分 学 ,不 定 积分 , 定 积分 ,级 数 ,多 
元 函数 微分 学 , 带 参数 的 积分 以 及 多 重 积 分 与 曲线 积分 、 曲 面积 分 等 等 ， 
概括 了 数学 分 析 的 全 部 主题 。 当 前 ,我 国 广 大 读者 ,特别 是 肯 于 刻苦 自学 
的 广大 数学 爱好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤奋 学 习 的 热潮 中 ,迫切 需要 对 一 
些 疑 难 习 题 有 一 个 较 明 确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我 们 特约 作者 ,将 全 书 4462 
题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 的 教学 
参考 用 书 , 同 时 也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 积分 过 程 中 的 参考 用 书 。 

众所周知 , 原 习 题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 真 习作 的 话 ， 
既 可 以 深刻 地 巩固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 可 以 有 效 地 提高 我 们 的 运 
算 能 力 , 特 别 是 有 些 难题 还 可 以 迫使 我 们 学 会 综合 分 析 的 思维 万 法 。 正 
由 于 这 样 ,我 们 息 切 期 望 初学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 刻苦 钼 研 , 干 
万 不 要 轻易 查抄 本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独立 思索 的 作法 ,都 是 违背 我 
们 出 版 此 书 的 本 意 。 何 况 所 作 解 答 并 非 一 定 标准 , 仅 作 参 考 而 已 。 如 有 
某 些 误解 .差错 也 在 所 难免 ,一 经 发 觉 , 转 请 指正 ,不 胜 感谢 。 

本 书 蒙 潘 承 润 教授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 大 多 教授 、 邵 品 
玉 教 授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 的 难度 大 的 题 , 都 是 
郭 大 钧 、 邵 品 琼 杀 自作 的 解答 。 

参加 本 册 审 校 工作 的 还 有 局 家 云 同志 。 

参加 编 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 山 东 工 学 院 、 山 东 师 范 学 院 和 
曲阜 师范 学 院 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支持 , 特 在 此 一 并 致谢 。 


1979 年 于 济南 
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第 五 革 


§ 1. 数 项 级 数 . 同 号 
1” 一 般 概念 ”对 于 数 项 级 数 
十 az 十 十 a， 
车 存在 极限 
limS.~S 人 


级 


+ Da,, 
n=1 


数 


级 数 收 化 性 的 判别 法 
(1) 


级 数 的 和 )， 


式 中 5, 二 a 十 az 十 … 十 as, 则 称 级 数 (1) 为 收敛 的 .反之 , 则 称 级 数 (1) 为 发 散 的 . 


2” 柯 西 准则 ”级 数 (1) 收 敛 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 任何 的 e 守 0, 都 存在 数 N 一 N(e) ,使 得 当 n>>N 和 
Pp 之 0 时 ,不 等 式 
1 十 办 
1S.;,—S,|= D3 a | <e 
成 立 . 特别 是 ,车 级 数 收敛 , 则 
lima, 一 0. 
3” 比 较 判 别 法 I 设 除 级 数 (1) 外 ,还 有 级 数 
如 十 妈 十 … 十 bs, 十 … (2) 
车 当 "之 mr 时 ,不 等 式 
0<a, Ob, 


成 立 , 则 :1) 从 级 数 (2) 收 敛 可 推 得 级 数 (1) 收 化 ;2) 从 级 数 (1) 发 散 可 推 得 级 数 (2) 发 散 . 
特别 是 , 当 n 一 oo 时 ,车 as 一 各, 则 正 项 级 数 (1) 和 (2) 同 时 收敛 或 同时 发 散 . 


4 ”比较 判别 法 了 若 


ax=O* ( 


则 C1) 当 z>1 时 级 数 (1) 收 敛 ， 
5” 达 朗 贝尔 判别 法 ”车 am>>0 (n= 二 1,2,…) 及 


， Cn+ 
lim 
moo 


则 (Ci) 当 g<1 时 级 数 (1) 收 敛 ， 
6” 柯 西 判 别 法 ” 若 as 关 0 (nn 一 1,2,…) 及 


1 
7 


) ， 


(ii ) 当 pp 和 1 时 级 数 (1) 发 散 . 


1 


Cn 9 


(Ci ) 当 9>1 时 级 数 (1) 发 散 . 


lim Ya, =g, 
oo 


则 (1 ) 当 g<1 时 级 数 (1) 收 敛 ， 
7” 拉 比 判 别 法 车 ao>0 (mn 二 1,2,…) 及 


limn (a 
则 (Ci) 当 p 汪 1 时 级 数 (1) 收 伍 ; 
8” 高 斯 判别 法 若 a>>0 (n= 二 1,2,…) 及 


* 记号 O* 的 意义 参阅 第 一 章 § 6,1.. 


(上) 当 gq>>1 时 级 数 (1) 发 散 . 


-1)=p， 


(ii ) 当 p 过 1 时 级 数 (1) 发 散 . 


Untrl n 


-一 4 十 妖 十 多:， 


式 中 |9, | 二 C 而 e 之 0; 则 (i) 当 4 之 1 时 级 数 (1) 收 敛 ;( 上) 当 4<<1 时 级 数 (1) 发 散 ;( 前 ) 当 4 二 1 时 ,车 jp 二 1 
则 级 数 (1) 收 化 ;车 y 志 1 则 级 数 (1) 发 散 . 


9” 柯 西 积分 判别 法 若 f(z) (zx 之 1) 是 非 负 不 增 函 数 , 则 


级 数 S fl(n) 与 积分 | f(r)dr 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 


直接 证 明 下 列 级 数 的 收敛 性 并 求 它们 的 和 : 
【2546】 了 1 一 村 二 工 一 二 二 二 和 一 


2 
解 ”由 于 
| CD" 
— n—} n 
Sil lb 
214 8 3 1 
1 十 二 
2 
故 得 S=jims,= 一 


了, 即 所 给 级 数 收 伍 , 且 其 和 为 -5 (以 下 有 关 各 题 省 略 这 两 句 话 ) 
1 十 


1 
2 
【2547】 ( 壮 十 村 ) 二 (到 十 避 


1 1 
2 2 t+(+ + : 
解 ” 由 于 
rr1 1171 1 1 1 1 1 1 1 1 ,1 
S, (++ 宫 )+ (下 + 划 )+ +( 玄 + 训 ) (去 十 到 十 十 去) 十 ( 计 十 到 十 + 部) 
_1 _1 
1 1 2" 1 1 
2 1-1 3 1 1 
2 3 
故 得 S-lims,-=- 工 . 1 _ +1. 1 -3. 
~ 2 I iL 2 
2 3 
1 3 5 2n 一 1 
【2548】 于 十 充 十 芳 十 …… 十 全 十 … 
1 
An-1 加 国光 
提示 “注意 二 S, 一 S, 一 二 S， (1 四 2 ， 并 和 用 58 题 的 结果 . 
1 
解 ” 由 于 
-31 5 22 一 1 
S, 一 也 十 部 十 部 十 "十 人 一 ， 
从 而 有 
1 1 ,3 ,..,.27 3,2n— 1 
t+ 十 2" gr ?9 
并 且 
1 1 1 2? 2 2n—l1_ 1 1 2n—1l 
2 Se 5. 2 2 tazt 十 六 DFI (1 十 1 十 … 十 了 5 一 D7 ) 
1 一 区 2 一 1 
-去 (+ - 工 D7 )， 
2 


故 得 S$= limS, 一 1 十 二 3, 


1 
i 
1 1 1 1 ... 
【25491 jj ta 3 十 3 十， ta 
_ 1 _1 1 _,_ 1 
提示 注意 jx 二 7 页 71 人知 1 


解 ” 由 于 
1 1 1 1 1 1 
3 =1 + 。 3 二 34 十 十 TFT7 TD= 人 (1 2 )+( 2 言 )+… 十 ( 却 一 二 1) 


1 
nt+1’ 


故 得 $= lim S,=1. 
1 


二 ] 一 


1 


L2550] Ta ti st tom a antyt" 
提示 注意 (87 一列 C97 让 (3m 太 4) 和 5 一 各 (1 一) 
解 ” 由 于 
5, 一 下 二 二 + 下 7t tT 之 TO > (2-1) 
=- 1 一 也)， 


故 得 S 一 limS, 一 广 
【25S1】 (1) gsina 十 az sin2ce 十 … 十 osinra 十 … (lg|<=1); 
(2) gcosa 十 gz cos2a 十 … 十 好 cosra 十 … (jc|<1). 


提示 “ 令 = 一 g(cose 二 isina) 一 ge ,其 中 让 一 一 1 并 注意 》) xz" 一 一 及 利用 要 英 惠 公式. 
解 今 zx=g(Ccosa 十 i sina) 二 ge* ,其 中 让 = 一 1. 于 是 ,得 |z|= 二 1g| 过 1, 并 且 有 


>» z” 二 5 gq cosnati > gq" sinna (1’) 
n=0 n 二 0 
及 
> 2 一 1 1 _ 《1 一 gcosa) 十 igsina (2 
一 1 一 > 1 一 gcosa 一 igsina 1—2gcosa+g “ 


比较 (1 ) (2 两 式 的 实 部 及 虚 部 , 即 得 


Sina 
(1) p> gq sinna=— 5S) g’ Sinna = 1 gcosa to’ 


9 一 】 一 0 


2 


an n 1— gcosa qcosa— 
(2) cos71a 一 cosn =— 人 
> 4 M 3 4 2 1 一 2gcosa 十 9 1 一 2ccosa 十 g2 


【2552〗 > (wz 于 2 一 2 VPm 二 TI 十 Vz). 
n=1 


— 1 
提示 5S, 二 1 一 V2 十 . 
wz 十 2 十 wz 十 1 


解 ”由 于 
一 (V3 了 一 2V2 十 1) 十 (V4 一 2V3 十 VZ) 十 (V5 一 2V4 十 V3) 十 (V6 一 2V5 十 V4) 
十 … 十 (Vn 二 2 一 2 Vn 十 1 十 Vn) 


一 1 一 V2 十 Vnt2— WnrTI1 一 1 一 V2 十 


1 
VnTF2 t+ vas’ 


故 得 S 一 limS, 一 1 一 V2. 
【2553】 研究 级 数 > ， sinnz 的 收敛 性 ， 
四 一 
提示 记 z 一 Ar. 若 上 为 非 整 数 , 可 用 反 证 法 证 明 limsinnz 天 0. 若 外 为 整数 , 则 级 数 收 伍 ， 


解 记 z 二 hn. 车 上 为 整数 , 则 由 sinnz 一 0 知 级 数 1 sinnz 是 收 全 的 ,是 其 和 为 零 . 若 上 为 非 整数 ,我 


们 以 下 将 证 sinnz 并 不 趋 于 零 ,于 是 ,级 数 2 sinnzx 发 散 . 可 采用 反 证 法 . 假设 

limsinnz 一 0， 
则 当 *~>ce 时 也 有 sin(n 十 1)x 一 0. 但 是 ， 

sin(n 二 1)x=sinnzxcosz+ cosnzsinz, 

由 sin(n 十 1)xz>0 及 sinnx 一 0( 当 n 一 co 时 ) 知 cosmazsinz->0( 当 >co 时 ), 而 sinz 一 sin&r 天 0, 故 必 有 

limcosnx =—0. 
但 

1 一 sin2 nz cos: nz. 


令 n 一 oo, 两 端 取 极限 , 即 得 左 端 为 1 而 右 端 为 0, 这 就 产生 了 1 与 0 相等 的 廖 论 . 这 个 矛盾 证 明了 此 假设 不 


真 ,也 即 sinnx 了 >0( 当 n>oo 时 ), 从 而 ,级 数 》) sinnz 的 发 散 性 获 证 . 
n=1 


【2554】 证 明 : 若 级 数 >， a 收敛 , 则 把 该 级 数 的 各 项 在 不 变更 其 先后 次 序 的 情况 下 分 别 组 合 起 来 ， 
所 得 级 数 


Prtl 1 


>») 4。 (其 中 A, 二 >» ai (Pi=1, pp )) 
n=] pn 


也 收 和 敛 且 有 相同 的 和 . 反之 不 真 . 举 出 例子 . 
el 一 1 


证 明 思路 ”注意 到 级 数 》) A, 的 前 n 项 之 和 为 ,一 了 》) A 一 >，ak, 而 级 数 》) a, 的 前 pst1 一 1 项 
k=1 n=1 


kl 


n=1 


Prt1 1 ~ 

之 和 Sp -1 一 2) a4s 克 一 Sp 1-1. 由 级 数 》) as 的 收敛 性 , 即 知 liml, 一 limS,，，1 一 S, 其 中 S 为 定 
k=1 “1 Noo no 

值 . 于 是 ,命题 获 证 . 


反之 不 真 .例如 ,级 数 >， (一 1)"! 一 1 一 1 十 1 一 1 十 … 发 散 , 但 接 下 述 方法 组 成 的 级 数 (1 一 1) 十 (1 一 1) 


n=1 
十 … 十 (1 一 起 十 … 却 收 敛 . 


pntll 


证 设 级 数 > A, 的 部 分 和 数列 为 有 ,2 则 妨 = >) A 一 a. 


由 于 级 数 > a 收敛 , 故 其 部 分 和 数列 {S, } 趋 于 定 值 S ,因此 ， 
limh = limSs,,-1™S, 
即 级 数 2 A 是 收 伍 的 , 且 与 级 数 >》， a, 有 相同 的 和 . 反之 不 真 .例如 ,级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 … 十 (一 DD 十 … 


是 发 散 的 ,但 按 下 述 方法 组 成 的 级 数 
(1 一 D) 十 (1 一 ]) 十 … 十 (1 一 D) 十 … 


却 是 收敛 的 . 


【2555】 证 明 : 若 级 数 > au 的 各 项 是 正 的 ,上 且 把 这 级 数 的 各 项 分 别 组 合 而 得 到 的 级 数 >3 A, 收敛 ， 


则 原来 的 级 数 >》， a 也 收敛 . 
n=1 
证 阴 思 路 ” 记 原 级 数 的 前 nn 项 之 和 为 S, ,注意 到 ai 之 0 (二 1,2,…), 则 显然 可 知 : 
(1)S, < S11 n=1,2,.); 


(2) 存 在 正 整 数 n0, 使 有 S, 二 》) a < 》 4 <S, 其 中 S 为 收效 级 数 2， A 之 和 .于 是 ,命题 易 获 证 . 


om 
二 一 1 n=1 


证 由 于 1 A, 收敛, 记 其 和 为 S. 考虑 原 级 数 的 部 分 和 S, 一 >， ai ,并 注意 到 w>0 (k 二 1,2,…)， 
故 存在 正 整 数 mw ,使 


n "0 
$= Da < >) A<S. 
天 一 ] 1=1 


显然 5, 二 S,,1 对 一 切 成 立 .于 是 , { S, } 单 调 上 升 且 有 界 . 因此 ,极限 lim S 存在 有 限 , 即 原 级 数 》) ww 收敛. 


n=1 


研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 

【2556】 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 …. 

提示 注意 lim( 一 1D)” :不 存在 . 

解 ”由 于 通 项 a, 一 (一 1)"! 当 n>oo 时 的 极限 不 存在 ,更 不 可 能 趋 于 零 , 故 级 数 >)， (一 1)" :发散 . 


[2557】 0. 001 十 V0.001++ W0.001 十 ……. 
提示 利用 63 题 的 结果 . 


解 由 于 lima, 一 lim WY0.001 一 10, 故 级 数 > 306-601 发散 . 


1 1 ,1 1 
【2558】 Tttart tt 
提示 利用 72 题 的 结果 ， 
解 ”由 于 


| 1 ,1 1y 
limS, 一 lim (1 十 放 十 剖 十 … 十 7) 1 一 e 一 1， 


故 级 数 》) 池 收 化 , 且 其 和 为 e 一 1. 
1 


n—1 


| 1 ] sm 
[2559】 1+ 村 十 于 十 本 十 十 了 


十 …. 


一 1 1 
提示 注意 一 ] 记 5 记 0. 


1 1 1 "1 、 
解 ”由 于 区 一 [> 六 >0, 且 级 数 之 元 发 散 , 故 级 数 2 元 一 ] 也 发 散 . 


1 1 1 
【2560】 1001 + a001t 3007 + +1000nTt1+ 
— 、， 1 1 
提示 注意 ]000n 于 1 之 16014 六 0 


1 1 "1 ~ 1 
解 由 于 10005T 下 1 全 10018' 且 级 数 和 2 T0017 发散, 故 级 数 之 1060z 二 1 也 发 散 . 


n 
2n—1 


【2561】 1 十 全 十 二 十 … 十 元 对 十 ……。 


n 工 
提示 注意 limzz 一 TI 一 了 ， 


» > 1 bd 、 
解 由 于 lime lim 二 1 一 豆 尖 0, 故 级 数 27 7 一] 发 散 
1 


1 ,1 
F2562】 1 十 到 十 Bt . 
_ 1 
提示 注意 0 gi DS 


| > 1 
解 ”由 于 i 2 声 收 伊 , 故 级 数 4 0 一 1 也 收 人 


1 
2563】 十 二 一 一 十 一 十 … 十 十 
[ ] V2 2V3 了 所 n vntl 


提示 注意 0<- -RE< 了 

解 由 于 0<- 二 <- 三 , 且 级 数 > 3 享 收 合 , 放 级 数 > - 证 也 收 镶 

【2564】 有 1A 

提示 和 二 > 

解 由 于 -二 6 二 行 > 吉 >0" 且 级 数 > 址 发 散 , 故 级 数 2， -7 让 ET 也 发 


〖2565】〗 证 明 : 由 等 差 级 数 各 项 的 倒数 组 成 的 级 数 是 发 散 的 . 
证 明 思 路 ” 设 等 差 级 数 为 5 [a 二 (mn 一 1)qdj, 其 中 4 为 公差 .可 以 从 下 面 三 种 情况 来 证 明 命 题 . 


(1) d>0, 总 存在 正 整 数 m ,使 有 a 过 (mo 一 1)d, 则 当 n 之 no 时 ,有 a 十 (n 一 1)d 过 2(n 一 1)d. 于 是 ,只 需 
注意 到 


1 1 
a a” nd 2 >0， 


~ 1 
即 知 级 数 ,FT0a 一 TJ 发 数 


(2) qd 一 0, 则 天 0, 该 级 数 》) 工 显然 发 散 ， 
"1 4 
(3) dg<0. 将 此 级 数 的 各 项 乘 以 一 1, 即 化 为 d>0 的 情形 . 
证 设 等 差 级 数 为 》， [a 十 (n 一 1)4], 其 中 d 为 公差 . 
二 1 
当 d>>0 时 ,总 存在 正 整数 mm ,使 4 二 (no 一 1)4d, 则 当 n 宇 mo 时 ,有 a 十 (n 一 1)d<2(n 一 1)d. 于 是 ， 


1 1 
aF-id > a> a 


注意 到 级 数 > 区 发 散 ,因而 ,级 数 > 于- 发 散 , 故 级 数 > -LT 也 发 散 . 


当 d=0 时 ,a 不 可 能 为 零 , 此 时 级 数 二 十 一 十 … 十 二 十 … 显 然 发 散 . 
当 d<0 时 ,将 此 级 数 的 各 项 乘 以 一 1 即 化 为 d>>0 的 情形 ,于 是 ,这 级 数 也 发 散 . 


总 上 所 述 ,不 论 4 为 何 值 ,级 数 > 5C Ti 均 发 散 . 


【2566】 证 明 : 若 级 数 >， a。(A) 及 S) 和 (B) 皆 收 和 伍 且 as 委 c 委 六 (2 一 1,2,), 则 级 数 y) c, (C) 


也 收敛 , 若 级 数 (A) 与 (B) 皆 发 散 , 问 级 数 (C) 的 收 和 剑 性 若 何 ? 


提示 (1) 先 证 级 数 》 1 (c 一 om) 收 化. (2) 可 能 收 化, 也 可 能 发 散 , 例如 ,an 一 一 1 加 一 1 一 0c 一 训 
n=1 
(n=1,2,.…). 


证 “ 当 级 数 (A) 及 (B) 收 笋 时 ,由 于 4, 志 c, 志 久 , 故 0<c, 一 a 所 一 a. 因为 级 数 >， (名 一 ao*) 收 敛 , 故 
级 数 引 Cc, 一) 也 收 化 ,再 由 级 数 半 os 及 > (cs 一 a) 的 收 伍 性 即 知 ,级 数 > [wu 十 (oo 一 7] 


一 3 6 也 收 伍 . 


车 级 数 (A) 与 (B) 皆 发 散 , 则 级 数 (C) 可 能 收敛, 也 可 能 发 散 . 例如 ,级 数 
一 1 一 1 一 1 一 … 及 1 十 1 十 1 十 … 


次 发 散 ,而 级 数 了 c, 当 二 0 (一 1<c<1) 时 收 伍 ; 当 c 一 二 (一 1<c<1) 也 发 散 ， 


{2567】 设 已 知 二 发 散 级 数 》) a, 及 》' 6 的 各 项 不 为 负数 , 间 下 列 级 数 的 收敛 性 车 何 : 


(1) DY minCassb) 及 (2) >) max(ar ,br)? 
n=1 mm 一 1 


提示 。 (1) 可 能 收 伍 ,也 可 能 发 散 .例如 ， 


a =i, 5 一 人 及 a 一 十， 所 一 元 
(2) 注 意 max(an yb) 之 dy 之 0. 
Rn 、 lt 1 ("pp 
解 (1) > min(a, ,6,) 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 .例如 ,级 数 》) 一 一 5 一 一 及 2 一 人 一 沸 发 散 ,但 
下 一 了 mm 一 1 n=1 


是 > min(as 加) 一 0 十 0 十 … 十 0 十 … 却 收 伍 . 又 如 ,级 数 》) 二 及 了 ) 去 徊 发 散 , 但 是 》) mina, ,6.) 
= 了 喜 也 发 散 . 
(2) 5S) max(a ,b, ) 一 定 发 散 . 事实 上 ,max(a, ;6b,) 之 a, 之 0, 而 级 数 5 an 发 散 , 故 级 数 5 max(a, ,b,) 
n=1 n=1 n=1 
也 发 散 . 


[2568】 证 明 : 若 级 数 yc,(a,>>0) 收 敛 , 则 级 数 》) az 也 收 伍 . 着 命题 不 成 立 , 举 出 例子 . 


证 明 思 路 ”注意 到 a,->0, 族 硝 在 no; 使 当 n 之 no 时 ,有 0 声 ai 达 1, 从 而 也 有 0 才 a! 过 a,. 
1 


n. 


反之 不 真 .例如 ,a 一 


证 ”由 于 > an 收敛, 故 lima 一 0， 于 是 ,总 存在 mw. 使 当 n 宇 no。 时 ,有 0 二 a, 二 1. 从 而 , 当 n 之 no。 时 ,有 


n=} 


0< 有 2<e,. 由 于 级 数 os 收敛 ,当然 级 数 > a 收 伍 , 故 级 数 》) 避 收 伍 , 从 而 ,级 数 5 a2 也 收 伍 ， 


n= ng 


反之 不 真 .例如 ,4, 一 下， 级 数 > a? 收敛 ,而 级 数 a, 却 发 散 . 


【2569】 证 明 :车 级 数 7 2 及 基 收 化, 则 级 数 1.5,|，》) (av 十 各) ，Y 1 也 收 全 
n=1 n=1 n=1 n=]】 n=1] 
证 朋 思 路 首先 ,只 要 注意 0 过 2|asb, | 所 a 十 如 ,第 一 个 结果 即 获 证 . 其 次 ,由 (a 十 6b,)? 二 a 十 2awb; 十 如 ， 
易 证 第 二 个 结果 .对 于 最 后 一 个 结果 ,只 要 今 b 一 一 ,利用 第 一 个 结果 即 效 证 . 


证 “由 于 0<21awb, | 所 42 十 如 , 且 级 数 》 ( 邓 十 及) 收敛 , 故 级 数 >，|o6。| 收 伍 ， 
n=1 n=} 


其 次 ,由 于 (a 十 如) 一 @ 十 好 十 24wb,, 且 级 数 > &， > 局 及 3 bs 皆 收 伍 , 故 知 级 数 > (Co 十 名) 
也 收敛 
最 后 , 设 如 一 二 ,利用 第 一 个 结果 即 证 得 级 数 > 收 生 人 
【2570]】 证 明 : 若 limna, 二 a 隆 0, 则 级 数 5 an 发 散 . 
证 有 明 思 路 不妨 设 a 之 0. 由 题 设 limna 一 4 可知, 对 任 给 的 0<<s<<a, 存 在 正 整 数 mo ,使 当 nn 之 no 时 ,有 
nos>a-e 或 ww>(e 一 e 工 ， 


命题 易 获 证 ， 
对 于 a<<0. 只 须 将 级 数 各 项 乘 以 一 1, 即 化 为 a>0 的 情形 . 


证 wna, 一 侍 , 不 妨 设 a>0. 由 于 limna, 一 a, 故 对 于 任 给 的 0<e<a, 总 存在 正 整 数 m ,使 当 ">m 时 ,有 
下 > 一 >。 或 ww>(e 一 日 二 >>0. 
如 果 级 数 3 4, 收 伍 , 则 级 数 > ) o 也 收敛 ,从 而 会 得 出 级 数 > 二 收敛 的 错误 结论 . 因此 , 原 级 数 
>》 发散， 


n=1 


着 a<0, 只 要 将 级 数 各 项 乘 以 1, 即 化 为 a>0 的 情形 . 
[2571】 证 明 : 若 各 项 为 正 且 其 值 单调 递减 的 级 数 》 a, 收敛 , 则 limnav 一 0， 
证 对 于 任何 的 mw 与 4 之 功 ,我 们 有 
(n—m)as <antitants Ta an, 
其 中 on 为 该 收 华 级 数 的 余 式 ,由 此 得 no, 二 


n 
NC 一 


Gm. 
m 


由 于 级 数 》) a, 收敛 , 故 对 于 任 给 的 之 0, 我 们 可 取 定 某 mo ,使 mo。 <e. 
# 一 ] 


n 


其 次 ,由 于 lim- 一 一 一 1, 故 存在 正 整数 no《m 之 mo) ,使 当 n 之 mw 时 ,有 ;一 志 -2 


于 是 , 当 nn 之 no 时 ,有 0<za 过 2e, 因 此 ,limna, 一 0. 本 题 得 证 . 


于 一 110 


【2572】 若 当 p 一 1,2,3,… 时 ,lim(awii 十 Qstz 十 … 十 an+p) 二 0. 间 级 数 >，a 是 否 收敛 ? 


n=1 
提示 不 一 定 收 北 . 例如 ,av 一 二 


解 若 当 p==1,2,3… 时 ， 
lim(asti 二 arts "Tar;, )=0, (1) 


并 不 一 定 有 级 数 》) a, 收敛 ,例如 , 取 a, 一 十 ,显然 级 数 》) 发 散 ,但 却 有 


1 1. 1 -pp, 


十 5 n+p 十 1 


0<<an+l 十 ai+s 十 … 十 Cn+p 一 


1 
2 十 1 
而 imz 人 一 0, 故 对 于 一 切 思 ,《1) 式 均 成 立 . 


这 个 事实 与 柯 西 准则 并 不 矛盾 ,因为 在 柯 西 准则 中 ,对 于 任 给 的 e>0, 存 在 数 N= N(e) ,使 当 “>N 和 


六 >0 时 ,不 等 式 
ai 十 cv+s 十 … 十 an+p | 一 se 


成 立 , 则 级 数 > a 收 锅 长 中 的 N 只 依赖 于 ,而 与 无 关 . 本 题 的 叙述 中 ,条 件 并 没有 排除 N 要 与 p 有关. 


利用 柯 西 准则 ,证 办 下 列 正 项 级 数 的 收敛 性 : 


〖【25S733】 ao 十 尖 0 十 … -十 rt (la, |=10). 


Gn 十 rl 十 -。 .十 -na+p lel lanrl| .十 jeuro- 1 | 


证 1S 31 一 | Yor + 售后 "|< 各 10”… 


10"+2 一 1 
1 1 _ _1 
< 元 1 (i+ 而 下 十 这 7 ) < 0 L910 


10 


任 给 e>0, 要 1S,-。 一 S,| 过 e; 只 要 -过 9e, 即 只 要 >2 十 lg 各. 取 N 一 2 十 [lg 下], 则 当 m> N 时 ,不 等 式 


6 2 


1S,+, 一 S, |<e 对 一 切 正 整 数 p 皆 成 立 ,因此 ,级 数 > 收敛 . 


[2574] 2 十 2 十， ,., + e+ 


< + 十 … + 


提示 “注意 级 数 》) 充 收 效 , 以 及 有 | So 一 5,| 委 和 
n=1 


St S++ (1) 


证 | S.+;, —S, | = 


由 于 级 数 > 广 收 敛 , 故 按 柯 西 准 则 ,对 于 任 给 的 s>0, 总 存在 正 整数 N, 使 当 n 二 N 时 ,对 任意 正 整 数 


户 ;有 
1 


22+1 


+ + (2) 
由 (1) 式 及 (2) 式 得 知 , 当 nNN 时 ,不 等 式 |S,+, 一 S,1<e 对 一 切 正 整 数 p 皆 成 立 . 


因此 ,级 数 3 sina 收敛 . 


[2575] este eee eete yee tnt De 


mp . 
解 SS, 一 y， COSZ 工 9s Dz 
i=ntl 
_cos(nt+ Dr "Ww /l 1 . _cos({nt+ pi+l)x 
本 > ( 1 1) eos Cit Dz Tp 


加 1 ,ES /1 1 1 _ 2 _2 
lS S| SaTIt 2 (FH ta i 
对 于 任 给 的 6>0, 取 正 整 数 N 一 [之 ], 则 当 n>>N 时 ,对 于 一 切 正 整数 p, 有 
2 
|S.+s— S.|< 7 <e. 


因此 ,级 数 5 cos eos(nt 1)z 收敛 . 


n=1] 


利用 柯 西 准则 ,证明 下 列 级 数 的 发 散 性 : 


CD i 1 ,1 1 

{T2575 1 十 万 十 可 十 … 十 二 十 … 

证 明 思路 ”不 论 n 多 大 , 若 令 pp 一 n, 则 有 
1 


1_1 
1S.4p 一 S| 一 二 二 3 十 … 十 让 > 站 十 辫 十 … 十 高 一 训 - 
nn 项 
解 取 0<e< 记 .不 论 n 多 大 , 若 令 p 一 n, 则 有 
1 1 
1So 一 So 一 二 [十 Tat -十 元 A> 3 + -十 元 = > 
n 项 
因此 ,级 数 > 二 发 散 . 
n=1 
1 1 1 1 1 
【2577】 1 十 坟 一 可 十 元 十 于 一 吾 十 
证 明 思 路 不 论 n 多 大 ,车 令 p= 二 3n, 则 有 
__l 1 1 1 
| Sa Ss | Tit ts nFat 十 机 一 2 十 页 一 1 6n 
1 1 1 1 1 1 
> at rat "tenten 6 
_1/ 1 ,ul 1 
3 了 (二 + 高 )> 忆 
解 取 0<e<< 广 .不 论 nn 多大， 若 令 p= 二 3n, 则 有 
1 ， 1 1 . 1 1 1 
[Su Sml— FIT rt We 67 
1 1 1 1_ 1 
> ants tat"t+ 让 + 直 6n 
~1(.1 1 lll .rl 1l 
3 (aFI+aT 南 )> 于 ( 藉 十 六 十 一 十 区) 一 言 >e 
2 和 en 
六 项 


~ 1 1 1 ， 
因此 ,级 数 2 (WTT+ 了 wT530T3) 发 数 . 


运用 达 朗 贝尔 判别 法 、 柯 西 判别 法 或 比较 判别 法 ,研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


2 3 n 
【2578]】 2 十 2 十 + 二.… -二 20 十 
解 ” 由 于 
1000"+! 
.an+l1 1. (nn 二 1)! ， 1000 
lim——=]i = lim 


a no00" 一 TI 一 0<1， 


n! 


故 级 数 > :000 收 全 


2 2 
[2579】 人 十 人 2 十 十 Ca 


21 4 Com 
解 ” 由 于 
[x+ 1! 
.Anti 1 (2n2)! _,. 2 十 1 _1 
lm lm ep lim ganti) 4<1? 
(2n)1 


10. 


《721)2 
故 级 数 2 《中 5 收 收敛 . 
{2 .31 nl. 
[2580] 并 十 如 十 起 二 十 于 十 …. 
提示 利用 达 明 贝尔 判别 法 及 69 题 的 结果 . 


解 ” 由 于 
(n+1)! 
?二 六 一 
ime lim (tim (7) =lim[ (1+) | =<1, 
7 
nl! 
故 级 数 > 宁 收 敛 
n=1 
. 2 。 
【2581】 (1) 2 ”1 二 + 31 ， 
3.1! ,3:.2! 3:。3! 3"n! 
(2) -十 一 六 全 十 一 有 十 … 十 3 十 … 
解 (1) 由 于 
2"+1(Cz 十 1)1! 
ntl an 
lim2 lm lim2 (1 | 二 ) 三 一 1， 
rr 
故 级 数 > 2 
CF 
3"+1(2 十 1)1 
FT 一 
lim2ez 一 lim Ct D 1i 3(1+ 二 ) 一 了 1， 
neeo Gn no0 3?7 1 moo n e 
zr 
> 1)? 1)2 2 2 
[2582】 + + Tt 
解 ” 由 于 
[Gat D1 
Cr+ 1)2 2 
lm lim— lim 0<1, 
2 
2" 
< 
故 级 数 了 号 收 人 
n= 1 
1000 ,1000» 1001 ,1000. 1001* 1002 ,... 
【2583】 ta 十 1T.3.。5 十 …. 
解 ”由 于 


ai ，1000+a 工 
ima “lm oT < 


< 1000 。 1001…(1000 十 z) 
乡 rd -~- 人 -一 
故 级 数 2 1 收敛 . 


4 ,4 
【2S84】 2 十 2 


解 由 于 


no Cn “lm 十 2 


_3 
= 也 1， 


2 4 .7。10…(3z 十 4) 
故 级 数 2610-Cn 十 5) 收 全 


【258S】 5 (V2 一 VZ) WE) AE "2). 


提示 同 2580 题 并 利用 63 题 的 结果 . 
解 ”由 于 


一 limCV3 ?342 ) 一 V7 一 1<1， 


Noo 


故 级 数 》 C8 一 疲 )(Y2 一 站 )…(Y2 一 ”Y2) 收 全 


【2586】 > 


= ly 
“ (2+ 二 ) 
提示 利用 柯 西 判别 法 及 65 题 的 结果 . 
解 ” 由 于 
lim Va» = lim /im 和 = 二 <1， 
"(2+ 一 ) "2 十 一 
n n 
故 级 数 了》 一 全 一 收 全 
n=] (2 + 工 ) 
n 
[2587] S La 


n=l (zt) 


故 它 是 发 散 的 . 因此 , 原 级 数 也 是 发 散 的 . 
nt 一 1, 无 明确 结论 ,此 时 还 应 改 用 高 斯 判别 法 . 


[2588] -1 


六 一 人 lnn 


提示 。 注意 当 nn 之 2 时 ,一 > 了 
™ ” 7 汽 
解 ” 当 nn 之 2 时 , lnn 过 n. 于 是 ， 


之 0. 并 利用 65 题 的 结果 及 比较 判别 法 . 


1 1 
J 
对 于 级 数 去 "和 于 lim 直 一 1#0， , 故 它 是 发 散 的 . 因此 , 原 级 数 也 发 散 . 


注意 若 用 达 尖 贝尔 判别 法 ,将 遇 到 与 2587 题 类 似 的 情况 . 


oo 


【2589】 2) 一 一 一 一 一 二 
{2m 二 n+1) 


na—l 


7 一 1 n—1 


提示 注意 0o< 一 人 
(272 十 m 十 1 (〈z2) 


一 二 ,并 利 用 比较 判别 法 . 


tl 
加 


n—1 nl 
解 ” 由 于 o< < 7 一 十 , 且 级 数 3 二 收敛, 故 原 级 数 也 收 伍 . 


2 


注意 若 用 达 肖 贝尔 判别 法 ， 则 有 
-[ Ca+lDr 。 Ct et] 
于 


lim Qt+1 Qntl 一 


nroo Un 


lim 一 一 一 
(27z2 十 5n 十 4) 


, / 2m:+n+l 请 
(这 Fora) 


n 


tim| (+ 二 ) .一 一 一 
7 (2r? 十 5n 十 4)z 


也 可 证 得 原 级 数 收 伍 ， 
2 一 V2+V3 十 V2 一 V2 十 W2 二 VE 十 …. 


【2S90〗 V2 十 V2 一 V2 十 
,利用 数学 归纳 法 ,可 证 通 项 ao 一 2sin 37， 并 利用 达 朗 贝 尔 判 别 法 


提示 。 注意 V2 二 2cos 均一 2sin I 


解 解法 1: V2=2cos 到 一 2sin 开 ， 


2 一 V2 = 一 ^ 人 /2 一 2cos ee 
V2— VW2 十 了 一 人 /2 一 A/2+2eos 亚 一 ^/ 2 一 2cos 于 一 2sin 6 


利用 数学 归纳 法 ,可 证 得 通 项 为 a, = 二 2sin pei 由 于 


故 级 数 收敛 . 
解法 2: V2 一 VE ~ 人 ， 
2 十 V2 2 十 V2 
V2 一 V2 


/2 /2 V2 _V2 一 W2 十 /了 V 2 十 V2+YE | 
V 2 十 V2 十 V2 VY 2 十 WV2 十 VZ 


利用 数学 归纳 法 ,可 证 得 
Mat Vat ty “十 V2 2 一 2 十 V2 十 … 十 VZ . 
OO 
+r 这 = DR 


Ra 
7 重 根 寻 


由 于 
1 _1” 
一 2 <1， 


im lm OOO 
[2 V2+ V2 十 … 十 V 
~ 
7 重 根 号 
故 级 数 收 伍 ， 


利用 637 题 的 结果 . 
〖25913 证 明 :着 lim 委 二 g(a, 之 0), 则 a, 二 oCq?), 其 中 gj >>gq. 


一 g, 故 利用 141 题 的 结果 , 即 得 lim a, 一 gq. 


x*) 


9) 之 0, 则 由 上 式 知 存在 m ,使 当 n 实 no 时 ,有 | Wa 一 g|< 二 e, 从 而 有 


1 
令 e 一 了 (9 一 
Va <qte=Aq (nm)， 


其 中 := 时 <1. 利用 心 =o (1), 即 证 得 a, 二 4"g? 二 olg?). 
1 


{2592】 证 明 : 若 lim 2 二 一 9<1 《an 之 0), 则 级 数 2) a 收敛 . 


Un 
逆 命 题 不 成 立 . 研 | 2 3 23 32 23 33 “ 


各 一 g 之 1, 故 存在 mw, 使 当 n 之 nm 时 ,有 科 半 之 g 十 e 二 1<<1. 从 而 ， 


Un 


证 取 0<e<1 一 gq, 由 于 lim 人 
0<a 委 au Ll "(nn). 
由 于 级 数 》) 4" 收敛, 故 级 数 》) a 收敛 ,从 而 ,级 数 >， a, 收敛 ， 
n=1 


n=ng n=ng 


反之 不 真 ,例如 ,级 数 方 十 并 十 击 十 志 十 让 十 吉 十 … 显然 是 收敛 的 .但 是， 


(2)" ， 7 三 2m 十 1， 


故 有 lim 各 半 一 十 oo. 


【2593】 证 明 : 若 对 于 级 数 >)， a (a 之 0) ,存在 极限 
n=] 


lm —g, GD 
则 
lim wa ,一 g (2) 
也 存在 . I 
逆 命 题 不 成 立 :车 极限 (2) 存 在 , 则 极限 (1) 可 以 不 存在 .研究 例子 也 3+ 二” 
证 利用 141 题 的 结论 ,本 题 的 前 半 部 分 即 得 证 . 本 
反之 不 真 . 例如 ,对 于 级 数 > 3 由 有 
名 7 
但 是 ， 


1 
Qn 3 十 (一 1 一 -{* 7 为 偶数 ， 


a, 2[3+(—1)"] 1 为 奇数 


故 极限 lim 和“ 半 不 存在 . 


【2594】 证 明 : 若 lim Ya 一 g(a, 之 0), 则 (1) 当 q<1 时 级 数 六 av 收敛 ; (2) 当 g 之 1 时 级 数 发 散 ( 柯 
n=1 
西 判 别 法 的 推广 ). 
证 (1) 取 0<e< 序 (1 一 9). 由 于 JimWYar 一 q, 帮 存在 mw, 使 当 n>m 时 ,有 0<Yar<qte. 从 而 ， 


0<Y< 和 1 >m) 或 0o<o<( 叶 1) n>m). 


由 于 0<g<1, 帮 0< 续 1 <1. 又 因 级 数 (43+) 收 全 , 故 级 数 > < 收 全 ,从 而 ,级 数 a 收 全 


nm 一 no no 


14 


(2) 由 于 g 之 1; 故 对 于 数列 {a, } , 必 有 无 穷 多 个 a, ,能 使 不 等 式 Yas 之 1 成 立 , 从 而 ,an>1， 
于 是 , 当 noo 时 ,a, 不 可 能 趋 于 零 , 故 级 数 3 av 发 散 . 


n=1 


研究 下 列 级 数 的 收 鱼 性 : 


K2595] >) 人 


提示 利用 柯 西 判别 法 及 63 题 的 结果 . 
解 由 于 limYar 一 lim 二 4 二 一 二 <1， 故 级 数 > 于 全 之 收敛 . 


一 ] 


“» COS2 公 
[2596] 之 pon 
ncos’ : 么 
提示 “注意 0< < 如 对 级 数 > 节 利 用 柯 西 判别 法 及 65 题 的 结果 . 
nx 
?CoS 3 n ~ 32 下 : yA 1 2 
解 0< 一 六 入世 .对 于 级 数 >») 到 :由 于 limVa, 一 lim 一 六 乞 1, 故 它 是 收敛 的 ,从 而 ,级 数 
n=] mo We 
2 nN 
-= RCOS 3 
2 一 六 也 是 收敛 的 


【2597】 >) "tT, 


n=1 


提示 。 注意 意 0<* (DT aD’ .对 级 数 > Ld Et 利用 达 朗 贝尔 判别 法 


BYV2 十 (一 D" 了 < 7 "ETD 
解 0 一 加 名 


对 于 级 数 下 3 二, 由 于 jim 名 一 lim 披 证 1 (1 十 二) 一 2 汪 1<1, 吉 它 是 收 证 的 ， 
从 而 ,级 数 了 [十 (一 DD 也 是 收 全 的 
利用 拉 比 判别 法 和 高 斯 判别 法 ,研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


[2s98] () 十 (于 + (5) + 


3 2 4 2 4 "6 
提示 注意 limn (2 一 1) 一 各. 
(1). 由 于 
tm -ma 一 Im 一 了 HT ( 均 ) 1 
a 
故 当 台 >1 即 p>>2 时 ,级 数 > “i 收 铝 


a ,alat+d) ,a(at+d)(a+24d) , 
W599) Bt totad) t peoTa Tod) + (a>0,5>0,4>0). 
i dn _\_ba 
提示 注意 limn (2 1) pt 
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. 二 nd . 
解 -和 =btnd 由 于 limn(- 1) 一 limn (3 1)=lim + tk 


antl Tatnd no no0 


< ala+ad) [a 二 (rn 一 1)4d 员 全 


故 [2 二 (一 1)dj 
"nle" 
【2600】 2 mi 
提示 注意 limn( Co 一 1)=2 一 喜 . 
ne Qntl 2 
nile” 
Qn ne _1 ( 叶 1) 
an+l (n+l)le"'! € n “ 
(za 十 1) 呈 1 
由 于 
工 (于 1) “一 1 工人 十 z)++p 一 1 1 eTtpndtn— 1 
. Cn .ee n . € _1. ee 
limn( 一 1)=Ii 一 一 
no n+l neo0 1 x-0 TX TO 
n 
1 el+(p- 去 )rtfotz) 一 ] 
一 lim- 一 2 一 工 ， 
ze0 工 2 


帮 当 p 一 吉之 1 即 p> 羡 时 ,级 数 > 型 侣 收 全 
< VaT 


2601 . 
[ 1 2 BH Ga 


_an 2+ Vn+l 
解 5 VaFr 由 于 limn (二 


Qntl 


Vnl 
故 级 数 一 一 一 一 一 一 一 一 收敛. 
> (2 十 V1)(2 十 V2)…(2 十 Vz) 
712172 ? 
【2602】 > rs (p>0,g>0). 
2 (ntl 
解 -一 (三 一 ) (1+ 生 7)- 由 于 
(1+z)? (1+ )—1 
. an | 了 i 1 十 工 二 
bmn) pt 
nln 2 
故 当 p 十 q1 时 ,级 数 Dr 收敛 . 
[2603] 5 LD pt Dt (p>0,g>0). 
n=1 * 
a an i\ 加 
提示 注意 limn (2 1) gq 十 1 一 pp. 
tn n+1ly? 1+n 
解 2 =( n ) 5 由 于 
(1 二 zx)! 
. CA 1 1tn ,|]_i. 1+ px 
lm (i (tt 
bt. 
故 当 q+1 p>1 即 gq>p 时 ,级 数 31 2 PP 二 TD (PT 吉 收 全 


n=1 


< [1。3。5,…(2n 一 1)]* 1 
【2604] > | 2。4。6…(27) | ”于 


n=] 
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。_ /2n 十 2\* rz 十 1 
解 2 (Fi) (三 ) -由 于 
2 经 ) Ga 一 1 
EC 
帮 当 g 二 也 之 1 时 ,级 数 > [和 二] 去 收 全 
【2605】 D5) (p>0). 
一 上 
解 令 w 一 点 (1 一 2 ) .由 于 lim 开 于 一 0, 故 当 充 分 大 时 ,a, 之 0. 


当 x 一 0 时 ,级 数 为 四 十 , 它 当 p>1 时 收 化 ,而 当 p<1 时 发 散 ， 当 xz 天 0 时 ,我 们 有 


InCasn?*") = zlnnt nln (1—Se) —nu +nln(1—w) —nw 。 ln) 


2 9 
us 
其 中 w =a, im 天 0 (n 之 1) ,ww 一 0, nt 一 0 (>co). 由 洛 必 达 法 则 ,可 得 
1 
iim tn ow) jin) lv im 1 __l1 
Hoe 2 0 wy 0 2v v02(v—1) 2 
故 有 
limln(asn?17) 二 0 或 lim 了 一 1. 
n 二 


由 此 可 知 , 级 数 > 4, 与 >) ;二 = 有 相同 的 全 区 性 , 故 当 十 x 之 1 时 ,级 数 a, 收 和 化 ,而 当 十 z<1 时 级 


数 Za， 发 散 . 


综 上 所 述 ,级 数 》) au。 仅 当 z 之 1 一 pp 时 收敛 . 


【2606】 证 明 , 车 o>0 (n=1,2,…)， 且 limn (全 -一 1) 一, 则 .=o( 1 ) ‘>0. 


no \Qntl np 


证 下 面 记 a, ,as ypB ,B58 ,en 为 无 穷 小 量 , 即 
ax =0(1) ,a =o0(1), B=0(1), P=0(1), f=0(1), 6,=0(1) (n>00). 
由 题 设 知 , 当 n 一 co 时 有 ;一 1 十 到 十 各. 取 对 数 , 即 得 


pa an 1 1 / 
Ina, 一 na 一 in(1 十 去 十 全 ) 一 去 十 生 十 O( 二 ) 一 二 (二 oh 
令 nm 一 1, 2 和 1 并 求 和 , 则 得 


AN-1 1 
lnai 一 Inax = >») —(pta’) 
站 一 1 
RN 一 1 了 N-—1 1 
由 143 题 (在 其 中 令 zw 一 2) 人 ,yw 一 2 三 ) 知 
n=1 n=1 
N-1 了 
全 
1i n=1 n 1 了 0 
和 (号 +) NON 
n 


N-—1 


又 由 146 题 知 》) 二 一 C 十 InCN 一 1) 十 6 ,其 中 C 是 欧 拉 常 数 , ex 一 0， 于 是 , 令 


n=1 
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By = —N= ] 、， 
(5 =) 


Al 
lnai —Inay = (p+Bn) >») TpHBIOLCHIn(N—1) ten]=(p+Bw In(N—1) +k+B% ， 
n=l 


其 中 有 二 Cp 为 常数 . 于是， 
lInan=— (p+Bv) ln(N—1)+k —BN, 
其 中 = 二 lnal 一 k 为 常数 ,从 而 ， 
av 一 尼 - 拟 (N 一 1)_ tAN) 二 et- 儿 (DE) NN 
其 中 8%= 一 By， 由 于 p==001), 故 对 于 任 给 的 e 汪 0, 当 六 充分 大 时 ,有 | 成 |<< 广 ,从 而 ,AN 二 NY .再 注意 到 


9 


即 知 : 当 六 充分 大 时 ,有 


0<aN 扫 好 NE N=0( 


?9 


N’” 和 ) 


其 中 如 是 常数 .于 是 ,得 ax 二 o( 寺 = ) .本题 获 证 . 


求 出 通 项 a, 的 减 小 的 阶 ,从 而 研究 级 数 a, 的 收敛 性 : 


nt 十 ain? 1 十 … 十 a 
nn 十 bm? ! 十 … 十 bb。 


[2607】 a,= ,其 中 型 十 Bin 十 … 十 之 0. 


提示 注意 =O' (二 
解 由 于 mw 一 0 (二 5 )' 族 当 4 一 p>1 即 4 和 >1 十 p 时 ,级 数 收 人 


[2608] -一 工 sin 工 . 
n n 


p 


提示 注意 一 O' (地 7). 


n 


解 由 于 a. 关 0, 且 


故 仅 当 1 十 加 >>1 即 加 >0 时 ,级 数 收 伍 . 
【2609】 a = (VRTFT VR) In eT (n>1). 


n 


解 由 于 ac.<0， 且 
1 1 2 /1 
(7 m(l 一 二 TO (去 让 
故 仅 当 去 十 1>1 即 p>0 时 ,级 数 收敛 


【2610】 <, 一 lne(sec 三 ). 
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解 ” 由 于 c.>0 (>2 时 ), 且 


,一 玄 ln? (1 十 tan 王 )~ 坪 tan* 亚 ~ 击 (到 ) 0 (去 ): 


故 仅 当 2 之 1 即 p> 计时 ,级 数 收 伍 . 


【2611】 a lg (1+e) (a>0,6>0). 
n 


解 ”显然 5b 关 1 (否则 a 无 意义 ). 由 于 
和 nlnb lInbp ni ( 云 ); 


故 级 数 收 化. 
[2612} a,=[e-(1++) |]. 
解 (1+ 二 ) =e"0"7) [起 10" (可 ) ] 一 10" ( 谱 ) | 
由 于 a.>>0, 且 
[Ore Ge[ 半 ro 下 -人 
故 仅 当 p 之 1 时 ,级 数 收敛 . 


1 
【26133 了 ar 一 一 
nm 


提示 ”注意 a 一 n-" 启 ' 一 O* ( ; ). 


十 e+ 一 0 (过 ) , 故 级 数 显然 发 散 . 


一 d+ 地 (+ 地 一 
解 ” 由 于 as 一 j4+ 识 ) 一 e+ 桓 )mm 二 @ (mt 


【2614】〗 a,= 1 
n 


提示 注意 4, 一 一 = 一 0" (地). 


nn 
1 ,./l 、 
解 由 于 a 大 -0 (二 ) , 故 级 数 发 散 . 
In 上 
【2615】 证 明 : 车 存在 a>0 使 当 #>m 时 书生 之 1 十 a (ao>>0), 则 级 数 >) a,(a, 之 0) 收 化 ;车 之 m 
in 过 
时 下 2 <], 则 此 级 数 发 散 (对 数 差别 法 )， 


证 明 思路 ”分 别 注意 0<a 世 -让 : 及 4s 之 士 ,利用 比较 判别 法 ,命题 即 交 证. 


1 


-证 六 1 1 hd 2 
证 着 之 1+e' 则 记 之 wn 或 4 由 于 级 数 2 厅 和 5 收敛, 故 级 数 2 a 也 收 伍 . 


ln 


ni 


车 世人 <1, 则 二 <n 或 4 之 十 .由 于 级 数 > 二 发 散 , 故 级 数 > a 也 发 散 . 


lnn 


研究 具有 如 下 通 项 的 级 数 的 收敛 性 
【2616】 ,一 xz (z>0). 
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提示 利用 2615 题 所 示 的 对 数 差别 法 . 


解 由 于 


ni 

no —lnzx lnn_ 

二 一 一 一 二 一 lnzx， 
Inn Inn 


故 利用 2615 题 的 对 数 差别 法 , 即 知 仅 当 一 Inz>1 或 zx< 二 时 ,级 数 收敛， 


〖【2617】 <a， = (n>>1). 
in 工 
解 一 In[in(lnn)]. 对 于 a>0, 显 然 存在 m ,使 当 z>m 时 ,ln[ln(lnz)] 之 1 十 故 级 数 收 剑 ， 
[2618] 4 = (n>1). 
1 
nz (lnlnn)’ 
lim Clnz) - lim 2lnInz _ lim -一 0， 
>~+c lnz “re lnz tclnx 


1 
故 lmCmnlaz)- 一 0, 从 而 ,存在 mo, 使 当 w>>m 时 ， 全 二 <<1, 利 用 2615 题 的 结论 , 即 知 级 数 八 贡 


利用 柯 西 积分 判别 法 ,研究 具有 如 下 通 项 的 级 数 的 收敛 性 : 
1 


nlnen 


【2619】 4,= 


解 题 思路 ”注意 不 论 p 为 何 值 , 当 工 充分 大 时 ， 函数 二 5 i 为 非 负 递减 函数 ， 且 积 分 


十 ee 


9 pl, 


1 
广 dr _ (1—p)ln? zl|， 
十 oo 


， p=1. 


2 Xxlnmzr 


lnlnz 


解 ” 由 于 不 论 p 为 何 数 , 当 x 充分 大 时 ,机 数 -5 一 是非 负 递 碱 的 ,并 且 


广 dz _ 
2 np 
仅 当 思 >1 时 收敛 , 故 级 数 仅 当 记 >>>]1 时 收敛 . 


= 1 
【2620】 a n(lnn)? (lnlnn)? 


1 十 
(1—p)ln? lx |, 
+oo 


9 p=1 


2 


9 万 天 1， 


jnlnz 


{n>2). 


解 易 知 函数 f(x) 一 pzrCiziizy* (不 论 ,9 为 何 实数 ) 的 导数 当 zx 充分 大 时 是 负 的 , 故 当 x 充分 
大 时 ,f(z) 是 非 负 递 碱 函 数 . 
车 p 王 1, 则 


1 
Cg nnz)™ | ， 


十 co 


| dr 
3 ZIlnz(Clnlnz)? 


jnlnlnz ， Gd 一 1. 


3 
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当 g>1 时 收敛 ,g 委 1 时 发 散 , 故 由 柯 西 积分 判别 法 知 , 原 级 数 当 一 1,9>1 时 收敛, 如 一 1,9 鹤 1 时 发 散 . 
车 p 关 1, 作 代 换 nz 一心 有 
| dz 请 dt 
3 Xnz)? (nlnr)® ina te(lnt)9 
当 p>1 时 , 取 7>0 使 p 一 n>1, 由 于 (不 论 9 为何 实数 ) 


1 > 
» p— 一 
im pn nD) 


故 积分 | ”去 旦 放 收 贫 , 从 而 , 原 级 数 收 竹 ; 当 p<1 时 , 取 r>>0 使 +r<1. 由 于 


， 1 . 天 
lim 如 + 一 lim 一 十 co， 


t+ tnt)? :+lnt)’ 


故 积分 | ”二 5 发 散 . 从 而 , 原 级 数 发 散 , 
综 上 所 述 ,可 知 原 级 数 仅 当 p 二 1, 4>1 及 >1,4 任意 时 收敛， 
| 
【2621】 研究 级 数 2 a5 的 收敛 性 . 


nlnn 


提示 “注意 In(n!)<nlnn, 并 利用 2619 题 的 结果 ,可 知 级 数 S) 下 -发散 . 
n=2 


解 由 于 In(abD= 2 nk<nlnn, 故 TCD 之 站 >>0. 


1 nlnn 


利用 2619 题 中 p 一 1 的 结果 , 知 级 数 》) -由 发散, 故 级 数 > Fe 也 发 散 、 


nlnn 


[2622〗 证 明 : 设 正 项 级 数 》) a, 的 项 单调 递减 , 则 级 数 》) a 与 级 数 》 ?rose 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


证 明 思 路 邻 Sm 一 ai 十 as 十 … 十 at ,由 不 等 式 
0<< Sam <al 十 (az 十 as) 十 … 十 (as 十 … 十 azntl-l1)<<al 十 2as 十 … 十 2"a2n 
和 不 等 式 
Sa 一 al 十 az 十 (as 十 al) 十 … 十 (asn-i+l 十 十 azn ) 


> 去 a 十 asz 十 2a， 十 … 十 2” iaon 一 去 (a 十 2ay 十 22a2z 十 … 十 2?"a2n ) 盖 0， 


命题 即 获 证 . 
证 设 pn 一 QG1 十 az 十 … 十 aan ; 则 因 Qi 之 a > a 宪 azr+1 之 … 之 0,- 才 得 
0 之 Szr 之 Qi 十 (4s 十 a@3) 十 十 (azr 十 … 十 azn+l_i)<<al 十 2a: 十 … 十 2"a2n ， (1) 


且 有 
Szr 一 0 十 az 十 (as 十 a4) 十 … 十 (asr1+1 十 十 an) 


> 去 Qt 十 gz 十 2a4 十 … 十 2"tapm 一 于 (ai 十 20z 十 22a2 十 …… 十 ?am 之 0 (2) 


ee 


由 (1) 式 得 知 ; 若 了 27a 收 但, 则 》 a 也 收 化 ;由 (2) 式 得 知 :车 》\ 2oaa 发散 , 则 3》 a 也 发 散 . 由 此 
本 题 获 证 ， ~ 加 轩 

注意 在 此 命题 中 ,用 作 比 较 的 级 数 》\ 2nasn 可 以 用 更 普遍 的 级 数 》1 mrawn 来 代替, 其 中 加 为 任 一 
正 整 数 .证 法 类 似 . 加 加 


【2623】 设 A(z) 为 单调 不 增 的 正 值 函 数 . 证 明 : 若 级 数 > f( ) 收 化 , 则 对 于 其 余 项 R= 》) fh) 
有 以 下 的 估计 : 
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oo +o0 
| f(Ddr<R < ftD+ | fx) dzr. 
| nhl 


利用 此 式 , 求 级 数 > 三 的 和 精确 到 0.01. 


解 ”由 级 数 >， /om) 的 收敛 性 ,根据 柯 西 积分 判别 法 , 知 积分 |” f(z)dz 收敛 . 由 于 f(x) 单调 不 增 , 故 


onTAHDS | fz dr ra 十 有 (k=1,2,3,.°). 
Ean 
将 这 些 不 等 式 相 加 ,得 


~ 加 ~ 
>) fatkt DE fn dr > (na 十 四， 
二 一 了 


k=1 


即 
R-/atv<| zydz<R ， 
花 十 1 
或 
全 (zydz<R< FontD+ | fl dx, (1) 
ntl nl 
这 就 是 所 需 证 的 不 等 式 . 


最 后 ,利用 不 等 式 (1) 来 求 级 数 7 三 的 和 ,精确 到 0.01. 易 知 , 当 取 二 8 时 , 即 有 


I 


1 +™ dd 
Rs + | TO. 008， 
故 取 》) 让 ~1.20 作为 级 数 和 的 近似 值 , 即 可 保证 误差 不 超过 0.01. 


注意 原 题 中 将 (1) 中 的 “<<” 误 写 为 “<”, 这 是 不 对 的 ,例如 ,车 令 f(z) 一 广 ， 当 之 Xx 之 n 十 1 时 (n= 
1,2,…), 则 不 等 式 (1) 中 左 端的 “ 忒 ” 号 成 为 “二 ”号 ， 


+ 1 
| fr) dzr—R, 
am 


(十 1 


1 


trey 


十 …; 


若 令 f(x) 一方 当 nn 之 X 志 n 十 1 时 (m 一 1,2,…), 则 不 等 式 (1) 中 右 端的 “ 委 ” 号 成 为 “一 ”号 : 
1 
(zz 十 17) 
〖【2624】 证 明 叶 和 尔 马 科 夫 判别 法 : 设 FGz) 为 单调 递减 的 正 值 函数 , 且 


. efle) 
im。 fr) 


to _1 
R=f(ntlD)+ | f(z)dr= 去 十 十 ee 


A. 


则 级 数 》\ /(n) 在 4 过 1 时 收 但 ,在 4 之 1 时 发 散 . 


ef(l(e’) 
flz) 


一 人 ), 故 对 任 给 的 se 之 0, 总 存在 六 >0, 使 当 z>> 六 时 ,有 


er(er )<(A 十 se) fx). 
当 M<1 时 , 取 s 使 ) 十 s 一 p<1, 则 有 ee ) 过 pf(z). 于 是 , 当 m>>N 时 有 


[i ef le ydr<of" f Crdz, 
N N 


证 ”由 于 lim 


即 | /Czdr<p|" f(z)dz, 也 即 
em m ee eN em 
(1—p) | Ny fndr<o f(zdz—o| Ny fndr=of fzdz—p| f(x)dz. 


由 于 NN 充分 大 且 mN, 故 m 过 e”. 又 因 f(x) 沁 0, 故 三 ropar> 0. 从 而 ， 
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oN em eN 
a-p | fedr<pl, Acodz， 人 Jodr<i2 | f Cmdr. 
固定 N, 让 mm 一 十 ce , 取 极 限 即 得 
N 
| /Ddz<T2| Araz= 常 数 
lpJn 


于 是 ,由 柯 西 积分 判别 法 知 级 数 2 Fo 收敛. 


当 ;之 1 时 , 则 取 NN 为 充分 大 ,可 得 
ee) 疡 FIz) (xr>N). 


从 而 ， 『 ef (ey)dr> 站 rezdzr， 即 


m N 


人 reoaz> reodz 或 人 + 二] + 人， 


三 rcodz> 人 foodz (m>N). 
今 设 包 二 N 十 1; 四 一 加 ,四 一 eol 一 em 并 分 别 取 癌 一 eyeyee，… 则 
上 Hodz> 人 fr dz, 上 Fodz> 人 fdr, 全 f Daz fondr. 
最 后 得 


[reoaz=am (rzdz>limn | Jrz)dzr 一 十 co， 
即 | Cx)dr 发 散 , 故 由 柯 西 积分 判别 法 知 ,级 数 > 7 发 散 . 
【2625】 证 明 罗 巴 切 夫 斯 基 判 别 法 : 若 正 项 级 数 3 的 项 单调 趋 于 零 , 则 级 数 》) a, 与 级 数 


> pm2 “同时 收 化 或 同时 发 散 ,其 中 p,, 是 满足 不 等 式 
i a 之 2 ™ (n=1,2,, pn) 
的 项 a, 的 最 大 的 序号 . 

证 由 题 设 六 是 满足 不 等 式 a, 之 2 ”的 项 a, 的 最 大 序号 , 故 有 


1 1 1 1 1 
p11 mT" 让 en 1+2 FT 0 志和 om < pr aaa<< 南 ， 
于 是 ， 
1 
ap tl apa tt "tap (pn pn-1) or (1) 
1 
CQpo ti Tap, 1+2 tas, pm pr-1) aT (2) 


将 (1) 式 及 (2) 式 对 mm 从 1 到 N 求 和 (其 中 六 为 任意 正 整 数 ) ,得 


N N ] 
>») 《ap i+ti 十 … 十 4p ) 之 2 (pm — pn-1) Ds ? 
=1 


y， (ap ti 二 十 4p )< > (pa — pa DT I， 
由 上 述 两 个 不 等 式 可 知 ,级 数 了》) a 与 级 数 之 (pn 一 pa-1) 吉 -于 同时 收敛 或 同时 发 散 . 因此 ,我 们 如 


果 能 证 明 级 数 > (加 一 加 -于 3 m2" 同时 收敛 或 同时 发 散 , 则 命题 即 获 证 . 
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由 > pa2 “的 收 化 性 易 得 > (pa — pm DT -的 收敛 性 . 反之 , 若 级 数 > (pm — pm Dr 7 收敛 ， 
则 了 pa2 ”也 收 钱 .事实 上 , 记 A= S (pm 一 pa-1) 天- 了 ,由 于 pm 一 pm-i1 之 0Cm 二 1,2,…), 故 有 


一 ! 


二 -之 p 去 


=0 


N 1 N 1 N 1 N 
A> 2) (pa — pm- DT Pp" Fr 这 加 3 一 2 


m=1 


N-1 N-—1 
1 1 1 一 mm 一 
br to pn (7) bo 2 2 pn2 十 二 加 po. 
N-1 
车 记 Sw 二 之 pm2””, 则 由 上 式 得 


SN 一 > (pn — pm— DT Tpo— 了 = -加 二 名 十 > (pn — Pm- DT T 安 加 十 4. 


m=1 


因而 数列 {Sw } 单 调 递增 且 有 界 , 故 lim Sw 存在 有 限 , 即 级 数 > 加 2 "收敛 . 证 毕 ， 
研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


【2626]】 DV Vz 一 2 

n=2 

VP 十 2 一 Y2 一 2 
提示 注意 jim 一 一 一 后 一 一 一 一 2. 
not 
Vnt+2— Vn—2 4 

0<= 一 ,而 

和 解 由 于 1“( Vz 十 2 十 wm 一 2) 


lim 
oo 


4 
nC Vni2++ Vn—2) 一 2 
1 9 


1 
n+ 


注意 到 级 数 2 一 一 了 仅 当 o 十 去 了 >>1( 即 ao 村) 时 收敛 ， 即 知 原 级 数 仅 当 a 之 广 时 收敛 . 


[2627】 3 (VnTa— Vitatb). 
n=1 


解 ” 利 用 公式 a-B 一 0 二 多 C5' 得 


(2a—1)n+ta’:—b 
iTa SETaTo— Dntarb 
(Vntat+ Yr +nto) ntat Vr +nto) 


由 此 可 知 ,不 论 一 于 还 是 a 天 到, 当 充分 大 时 ,上 式 右 端 均 保持 定 号 , 故 原 级 数 可 当成 正 项 级 数 处 理 . 若 


4 一方 ,由 于 
a:—b 
lim CVnTat Vitnto) (ntat Vi tntb) ob 
moo 1 4 ) 
n2 


而 级 数 > 到 收敛 , 故 原 级 数 收敛 ; 若 a 关 沁 ,由 于 
n= nN2 


(2a— Dnta’—6 
(VnFat Viintb)(ntat+ Vr tnte) 2a—l 
i 4 


Vn 


no0 
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而 级 数 六 声 发 散 ， 故 原 级 数 发 散 . 


【2628】 Sy) (cot Ts 


n=] 


一 sin yz) 
2 sm 2 十 1 六 


解 题 思路 注意 cot Ts sin 到 下 (cor3 人 1)+(1 na )， 
分 别 考虑 级 数 > (oorg5) 及 局 (1 一 sm 到) ,它们 区 为 正 硕 级 数 .由 
1 一 coft 1— sin 了 2 
lm 一 一 各 一生 大 Im 一 这 各 
nn 7 
即 知 原 级 数 发 散 . 
解 > (cot 一 sin 34 ) 一 2 | (cot 21)+(1—sin3 1) | 
分 别 考虑 级 数 


~ nn 
2 (1 一 cota 5 ) 及 2 (一 sin 二 )， 
它们 都 是 正 项 级 数 . 由 于 
1 一 cot 2 1 一 sin 了 2 2 
Li dn—2_ x 1 22 十 1 
a 4 we 32° 
了 nz 
1 1 x = 
而 2 亏 发 散 ,2 庄 收 策 , 故 > (Iceot 了 7 5 ) 发 散 ， 2 (1 -sin ) 收敛 ， 
. A 、 
从 而 ,级 数 > (cot 2 Sin3 罕 ) 发 散 
本 1 7 
【2629】 2 舍 ln 一 ) 
解 题 思路 ”注意 当 x 天 0 及 x>> 一 1 时 ,有 In(1 十 z)<<x， 于 是 ,可 得 -二 1<In 21 
1 "1 1 1 
0<< A/l 所 一 ， 
Vn " Vn n 二 1 
而 
1 1 1 
1 1 n 7 十 1 n(n 二 1) 1 
一 三 < < 。 
A 2 < 
解 ” 当 z 关 0 及 一 1<z< 十 co 时 ,有 jln(1 二 z)<x. 和 用 
2 十 1 1 1 17 十 1 n 1 1 
hIn(1+ 广 )< 方 ，hn 一 一 In -一 一 In(1 一 二)> 
即 
1 2 十 1 
Az4F1<in ~ 
于 是 ， 
1 1 1 
1 ?十 1 ,1 1 2 十 1 n(n 二 1) 1 
0 二 一 ln 一 一 < < 
Vn n Vn n 十 1 工 十 1 2 2n¥ 
Mn n 十 1 n 十 1 


2 一 二 .从 而 ， 


但 级 数 > 上 收 伍 , 故 原 级 数 也 收 做 


1 
[2630] 5 Ee mo ) 


一 1 
解 ” 先 设 a 沁 >2. 利用 斯 特 林 公式 n! = V2rnn”"e ”Ww (0<b<1), 即 得 
InCnl) In2x | Inn 二 lnn 十 8, 


nn” 2n: 2n nr! 12n° 
显然 , 当 a>2 时 ,级 数 > 十 时. > 中 人 i 以 及 忆 守 二; 均 收敛 ， 故 原 级 数 车 名 
现 设 c< 委 2. 向 于 tiinw 二 二 下, 利用 139 题 的 结果 可 知 


I aa 一 


n 
De 


lnk 
lim*= 一 十 co， 
从 而 、 
ln(n!) > Ink 
lim Le 一 lm 全 一 十 co， 
Roe 1 n 
nl 


再 注意 到 此 时 -发 散 , 即 知 原 级 数 2， 外 也 发 散 


【2631] De™ 
解 题 思路 ”注意 当 1 充 分 大 时 ,有 e' 之 Ati(A 为 正常 数 ), 故 存在 正 整 数 no ,使 当 nn 之 n。 时 ,有 


一 立 
3 ， 


eAn3 或 ”0<<e- Win 


利用 比较 判别 法 即 可 获 解 .利用 拉 比 判别 法 也 可 获 解 . 
解 解法 1: 利 用 拉 比 判别 法 . 
VirI- Yr 
"(2 1)=nCer 加 1) = 元 » n( VnFl—Vn). 
nl 一 Vn 


由 于 


lim(C VnFT —Yn) = lim 
~ ” FI Vy 


了 于 一 十 oo， 


limn 以 十 1 

lima( VnTl Yn) = OTT 4 itt 

(= 守 。 和 收 笋 . 

解法 2: 当 ; 充分 大 时 ,有 之 414(A 为 大 于 零 的 常数 ) , 故 存在 mm ,使 当 mm 时 ,有 时 六 4 对 


i 1  - 
0<<e Wp 3 


但 级 数 1 4 半 收 伊 , 故 原 级 数 收 全 


【2632】 了 > ne Vw. 
解 题 思路 ”注意 当 1 充分 大 时 ,有 e 之 Bi (B 为 正常 数 ) ,并 仿 2631 题解 法 2. 
解 ” 当 1 充分 大 时 ,有 e' 之 Br (B>>0 为 常数 ), 故 存在 no ,使 当 n 宇 no 时 ,有 


?712_ | 3 


0<n e rE 2 二 万 4 
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收敛 . 


.从 而 ， 


但 级 数 》) x- 冯 收 伍 , 故 原 级 数 收敛 . 


2 一 
[2633] D2) nr!—1). 
A=] 


1 Inn 
解 题 思路 “注意 ou 一 m7FT 一 1 一 ez 和 一 1 一 -2 一品. 又 存在 正 整 教 m, 使 当 nm 时 ,有 
0< 吕 << 兮 (A 为 正常 数 )， 
2 
利用 比较 判别 法 即 可 获 解 . 


一 L_ -om Inn 
解 as 二 n+1 一 1 二 er?+1 一 1 


一 一 -一 一- 


-2 区 .又 由 于 存在 m， 使 当 n>>m 时 ,有 0< 


数 ) ,而 级 数 2， 译 收 敛 , 故 级 数 》) 吾 收 伊 ,从 而 ,级 数 > (zi 一 1) 收 伍 ， 
n=1 n=1 =1 
[2634] 5) alnn+b 


lnn 


JImm < 人 CA>0, 党 
n n¥ 


Eclnntd 。 


n=1 


解 ” 先 设 c 关 0. 车 bc 一 ad 冯 0, 应 用 拉 比 判别 法 ,我们 有 


alnntb_ aln(nt1)+b 


"( An 1 ) =n| e™™ clntnTi)Tad —1| 
Qatl 


(aadyin (1++ ) 


-| tclnnTd) cnmnrTiDT+od | 


‘rad)In( 1+ ) 


1 
rnT tent ta 1 (pc 一 ad)in(1 二 到) 1 
(ic 一 adm(1+ 二 ) 过 (clnz 十 d)[Lein(z 十 1) 十 dd 
(clnn 十 d)[Lcln(na 十 1) 十 gd 


当 ”co 时 ,上 述 等 式 右 端的 第 一 个 因子 趋 于 1 ,第 二 个 因子 趋 于 bc 一 ad, 第 三 个 因子 趋 于 零 , 因 此 ， 
In(a 1)™0. 
从 而 ,级 数 发 散 ; 若 ic 一 ad 一 0, 此 时 ao 一 常数 >0 (n 一 1,2,…), 故 级 数 发 散 . 若 c 一 0, 则 
4) In(1+L. 
"a 并 .(- 了 ) . 上 ~— (dz¥0). 
于 是 ,如 果 一 吨 >1 即 攻 << 一 1, 则 级 数 收 贫 ; 如 果 一 全 <<1, 则 级 数 发 散 : 若 一 
数 ), 从 而 ,级 数 发 散 . 
[2635] 1 
(sn 一 ) 


解 考虑 级 数 > 一 


a 一 一 上 
部 1, 则 a, 一 过 《C>0 是 党 


并 由 于 
ln? 一 
n 
1 
ln 二 Insin 二 2 Insin 二 insin SS 
一 . ， XT Sinz 
1 ( in ) 并 且 lim In DInx Lm 1， 
2 工 n n z 
ln (sin ) 
1 ~ 一 1 
1 1 lnzm 
2 4 2 
ln (sin ) ln 加 
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又 当 #>1 时 ,0<lnn<Y7, 故 二 >> 二 .由 于 级 数 >) 二 发散 , 故 级 数 > 发散, 从 而 , 原 级 数 发 散 


r2636 六 (cos £2). 


解 车 a=0. 级 数 显然 发 散 . 
车 a 关 0. 由 于 


2 2 1 2 1 2 1 
2 和 一 一 2 | 一 工 本 于 +o( 本 
Va, (cos 人 ) 一 en 一 eenl 所) |] 一 [ 和 "(7) ] =e zt) 
n 


oo 3 
2 的 
并 且 lim Ya 一 e- 扩 之 1, 故 级 数 》) (cos 对 ) 当 a 天 0 时 收敛 ， 
"oD n=1 
oo ch 坟 
[2637] >， nl( 让 
?一 1] cos 工 
解 
ch ch 一 一 cos 一 ch 于 ch os 
“=I( 2 ) In 1+|( -!) ， 
cos 三 cos 一 cos 一 
ch 
其 中 1 一 0 ( 当 co 时 ). 由 于 
cos 工 
n 
limchxz 一 COST 工 limzxsbhrxz 十 TSinr jim 亚 chrz 十 rzcosrz_  ， 
0 0 27 0 2 ™ ， 
故 得 
ch 工 一 cos 工 
n os 到 
cos 一 ch 下 中 os 
lim lim I "ln +( 2 -1 
” 豆 ” 天 cos 一 
ch EE—cos 工 ch 工 oh 吧 一 cos 区 
lim .lim 一 ] 2 。limln 1+( = -1) 
”cos 本 的 天 人 cos 一 
一 ]。 ne . 1 一 区 2 多 


故 存在 常数 p>0. 有 | 和 [< Cn 充分 大 ), 即 14a, | < 二 , 由 于 级 数 > 二 收敛 , 故 原 级 数 收敛. 


oo 


[2638] 3》 刀 


万 : 
"=1 1 


解 由 于 ml (也)”, 故 有 


下 人 


n 


但 V5r 一 二 太一 oo ( 当 mrce 时 ) ,因此 ,级 数 》) b, 发 散 ,从 而 , 原 级 数 发 散 , 
x*x) 利用 74 题 的 结论 . 
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in lnn 
[2639] -人 
之 (lnn) 


解 


Nl elon)? 
a 


(lnn)” 


ein( inn) 


@— [nlnClnn) —In? 中 .由 于 


iim 一 Intm 一 二 


故 存在 nw ,使 当 n 宇 mo 时 ,有 nin(inn) 一 ln?n 之 An， 其 中 和 A 为 大 于 零 的 常数 ,从 而 ,有 


于 Li > 一 > 日 
工 rm em 0 ( 当 n->co 时 )， 
ne 
空 Inm 
于 是 ,级 数 》) 收敛 
Cf (lnn) 
[26403 


5 ) (a>0,6>0,c>0). 
解 ” 由 于 
的 十 * ， | | 
0 2 ar 一 1 1/b*—l1,c*—!l 
im 一 工 lm| -I i( 工 十 工 
n n n n 
友 
发 散 . 


) 一 lna 一 (lnp 十 lnc) 一 ln 
当 a 关 Vb 时 In -全 去 0, 且 当 充分 大 时 ,级 数 的 项 不 变 号 , 故 当 a 关 Vbc 时 ,级 数 
C 


_Q 
VF 
oo 了 1 
工 _ pn 十 cr 
> (ee) 
国 1 lz 
当 4a 一 VE 时 ,级 数 为 2 | 一 人 人 |. 由 于 当 mrco 时 ,有 
n=1 
(下 一 < 赤 )2 
I 一 言 (ln8 一 Inc: ， 
nz 
co oo 1 1 
并 且 级 数 > 点 收敛 , 故 级 数 》) 区 < 
n=1 a=1 


— Can 

2 

£2641】 D2) Cn" 一 1) 
n=1 


) | 收 仇 , 即 当 a 一 Y 本 时 , 原 级 数 收 人 


解 ” 当 a 之 0 时 ,a 一 n" 一 1]>co ( 当 m 一 co 时 ), 故 级 数 发 散 . 
当 一 1 委 c<<0 时 ,由 于 


隔 1 lnz 
a bn er rr al -rr 
， ， er" 一 1 ， x x 
lim = lim = lim 
xz~+c 1 十 1 roo 1 
六 le zl |a| ra 
nz 
= lim er (lnzx 一 jcl-1) 一 十 co， 
工 -二 十 oo 
a a 
故 对 于 a 二 nn" 一 1, 当 n>co 时 ,有 
n=】 


nl! 


六 一 ce. 因此 ,存在 常数 4>>0, 使 m 之 4 
2 二 发散, 从 而 , 当 一 1Se<0 时 , 原 级 数 发 散 


,但 当 |a|<<1 时 ,级 数 
当 a< 一 1 时 , 取 B8 使 +8 二 一 1, 于 是 ,la| 之 18| 之 1. 由 于 


了 1 lnx 
lnr er 一 一 一 | 。， 一 一 
1 _ ez 一 1 _ (a lal rt! ) 
= lim = lim 
re*+e 1 十 co 1 oo 
元 1 x! 


—|pl Br 
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/a|_lnr 1 .1 \- 
= lim er ( Bp |ze mm 1 zm ) 0， 
故 有 lim- 守 -一 0, 但 级 数 2 -二 收 伊 ,从 而 , 当 a 二 一 1 时 , 原 级 数 收敛 . 
7 n= 


【26423 5) 区 去 infsin 十 ) | 


解 ao, 一 in - (sin 记 ). 显然 必须 设 a 宇 0. 因 若 a 二 0, 则 对 于 某 些 n, ln(sinn“) 可 能 无 意义 . 当 
a 二 0 时 ,a 二 一 lnsin1 二 常数 沁 >0 (n= 二 1,2,…), 故 此 时 级 数 发 散 , 当 ea 盖 0 时 ,将 a, 改写 为 
sin 工 
工 1 工 工 TI 
a, 一 ln 一 ln 1+( 1) -( La Un 1+( 2 -1 
sin 一 sin 一 sin 一 sin 一 
由 于 
世 -2 
1 sinz limsiny 2 一 siny_lim2 一 siny-lim1l 一 cosy 一 limsiny 1 
0 2 yr0 了 yr0oy Siny yo0 yi yz0 3Yy y*0 6y 6 ” 
故 有 
.a l 
Jim 一 6 
ne 


从 而 得 知 : 当 24>1 即 a 之 方 时 ,级 数 了 a 收敛 ;而 当 2a<1 即 入 证 时 ,级 数 > a, 发 散 . 


oo 


{2643] Da Pon (a>0). 


n=1 


解 a =a- Hm, 当 wa 一 1] 时 ,显然 an 一 1, 因 而 ,级 数 发 散 . 当 4 天 1 时 ,考虑 


in 工 


ao 一 (6 十 clnz)lna， 


Inn 


利用 2615 题 的 结果 (对 数 差 别 法 ), 即 知 : 
(1) 当 c=0, blna 之 1, 即 a 之 e 时 , 原 级 数 收 全 ;而 当 c==0, blna 志 1, 即 a* 才 e 时, 原 级 数 发 散 . 
(2) 当 c 关 0, clna 交 0, 即 a 之 1 时 , 原 级 数 收 化 ;而 当 c 关 0, clna 过 0 即 a 过 1 时 , 原 级 数 发 散 . 
综 上 所 述 , 仅 当 c=0, a* 之 e 及 a 之 1 时 , 原 级 数 收敛 . 


2n 


nn 
[2644] 2 TT (a>0,6>0). 


解 ” 由 于 
nz2” 
lim (7 十 CD2T2 (n+b) nta lim metate im 1 
ne 1 re 十 QQ) (7 十 及) ~ QT b \ 
二 Q+ 生 ) (1+ 好 ) 
== 1 7 二 e+， 
故 当 a 十 6 之 1 时 ,级 数 收敛 ;而 当 a 十 b 志 1 时 ,级 数 发 散 . 


= [(z 十 1) 和 
[2645] 2 于 4 oT 


[Gt+D!y 
解 “一 5 41 2n)1” 由 于 


， (十 2) 十 2 + -1 
ama (Fs) =[ (+ 二 5) ] 一 言 <1 ( 当 n 一 十 oo 时 )， 
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于 是 ,由 2592 题 的 结论 知 , 原 级 数 收敛 . 
研究 级 数 2 , 的 收敛 性 ,其 通 项 如 下 : 


Mrdx 
【2646】 = 1 二 x?” 


1 1 
— nn zd _2 
提示 注意 ou<| LE Tn 了. 
0 


1 


解 由 于 0<u<<|” dx 一 这, 且 级 数 > 六 主 收 敏 , 故 级 数 > us 收 伍 ， 


[2647】 ww 一 天 一. 
| V1 二 x dr 
0 
提示 注意 0<wuw 达 一 -一 之 . 
| Xxdx 于 
0 


解 由 于 0<w 之 已 = 三 , 且 级 数 》) 点 收 伍 , 故 级 数 > ) ww 收 化. 
xdr ?1 2 一 1 


《于 十 1) 2 
【2648】 “| Sn X07. 


四 1 『 tia ，， 1 
提示 。 注意 之 TT Sim rd F307 D>? 


《nm 1 
解 由 于 w>opr| ”sinmzdz 一 和 和 站 >0， . 且 级 数 > -了 发散, 故 级 数 > w 发散 . 


n=] 


【2649] ,= 三 edr 

提示 “注意 0 二 mm 区 e 人 ,可 证 级 数 > e -如 收 族 . 

解 ” 由 于 0<w 过 e- 万 ,而 级 数 2 e 罗 是 收敛 的 ”, 故 级 数 >》) ws 收敛. 
= 一 1 n—1 


i 
x*) 事实 上 ， lim= 生 一 lim- 于 一 0， 利用 比较 判别 法 即 获 证 ， 
ee 


3 
【2650〗】 ,= 上 SD ZX. 
0 


.3 XT 
sin3 一 - 


4 
提示 “注意 sin?z 在 (0, 匡 ) (n 之 2) 内 是 单调 递增 的 , 故 有 0<w 人 < 二 * 荆 << (下 ) (n>2). 


解 由 于 图 数 sinm > 在 0, 二) (n 之 2) 内 是 单调 递增 的 , 故 有 


.3 TT 
SIm 一 
n 


4 
T 开 
0Sm < ESE) 2). 


而 级 数 》) n-! 收 化 , 故 级 数 > wu 收 伍 . 


_ 1! 十 21 十 … 十 n! 
[2651] wT nl 
解 由 于 
0 过 ?L 一 7 = 1 ( 当 n 足够 大 ) 
wh A “C2n) nF) 2n) “onl) » 2n 7 ， 
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且 级 数 2 本 一 二 一 束 收 敛 ' 故 级 数 2 un 收敛 . 


>， ln:k 
[2652】 ,= 和 . 


解 。 首先 ,我 们 证 明 : 当 a>2 时 ,级 数 > wu 收敛 .事实 上 ， 


lImn ln27 
0<w 三 一 


n°” n” 


in2 7 


当 充分 大 时 ,有 


取 6>0 使 a 一 1 一 6 之 1， 由 于 内 下 “一 


2 
6 《C 为 正 的 常数 )， 
n 


n 


但 级 数 3 一 收敛 , 故 当 a>2 时 ,级 数 > zu 收敛 . 
其 次 ,我 们 证 明 : 当 a2 时 ,级 数 S un 发 散 .事实 上 , 当 充分 大 时 ,有 


n 
> lnk 

u R=] _ lnz! 

nn 证 


因为 当 1 志 r 过 nn 时 ,(n 一 7)(r 一 1) 写 0, 帮 有 rn 一 r 十 1) 之 n. 令 


7 二 1], 得 1，n 二 n; 7r 二 2, 得 2(n 一 1) 守 n; '…; rr 二 n, 得 n* 1 一 ?7. 
连 乘 得 (n1)? 之 nm 或 nl 之 二. 
利用 上 述 不 等 式 ,可 得 > 加 一 中 > 二 >0 ( 当 n>m 时 )， 


从 而 ,级 数 > ww 发 散 . 
用 相应 的 级 数 来 代替 数列 x,(n 二 1,2,…), 然 后 研究 它们 的 收 鱼 性 , 设 : 
[2653】 一 1 十 目 十 … 十 十 一 2VA. 


a 
解 题 思路 ”注意 
2 
n+1 一 并 二 一 2 Vn 十 1 十 2 一 
人 We ” "= 万 二 VAT Hi 
一 Vn— Vn 二 1 1 =0( 证 ) 
Vnti(Vntl+yn) VnF1l Vntl+ /ny)’ nz 
一 1 一 1 2 Vn— Vn+l 
,1 一 2 一 一 2 VETT 十 2 一 V 
解 z0 Vn iFi iFi/ Vatic Vati ta) 


一 1 _ 1 工 
AP 十 1(wWma 十 ] 十 Ya ) co 二 ) 
由 于 级 数 》' 二 收敛, 记 阅 =0, 故 习 = 了 (zi 一 -1) 当 n>co 时 的 极限 存在 , 即 数列 {xz } 收 伍 . 
n=1 N32 t=1 


nk _ (nn)? 


【2654】 zx,= 之 2 
解 x, 一 x Ina_ 1 nn)? Cnn 1 } 一 nz 去 Im- nn[n(n—1)] 
La nl nn 2 n 2 nin(n 

_lnn 1 1 
= 于 一方 In(1+) Inne+In(1 一 二 ) | 
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3 [3 +O 人 (六 ) 2 二 O( 广 ) | 并 +o( 深 )]-=0( 誉 ). 


考虑 级 数 > cx, 一 x 1). 由 级 数 > ?的 收敛 性 可 知 级 数 > (x 一 x 1) 收 伍 ,于 是 ， 


un 一 >) (xz 一 1D) 
当 xm>ce 时 的 极限 存在 , 即 数 列 {(z, 收敛. 
【265$】 对 于 下 列 级 数 
。 1 
(1) > ws > Dt! (3) 2 0 D1 
大 约 应 取 多 少 项 来 求 级 数 的 和 方 可 精确 到 10“， 
解 (1) 余 项 


1 二 1 _ ~ 1 1 1 
R= 3 < DD (i) 


n= N+1 n= N+!} n= N+1 
要 精确 到 10-: ,只 要 二 六 所 10“, 即 只 要 N>10 一 100000. 
= 2 LY) (1.2 3 
(2) 余 项 Rv 一 > Lo 和 利用 74 题 的 不 等 式 tl > (之 ) (4 二 1,2,…), 于 是 , 当 w 之 N 十 1, 有 


2" ， 12evv 1 /2 1/2 
CEIT<2 (二 ) 有 (Si) Sn (NP) -x(NFs) (Nfs 


N+2 2e ) 


因此 得 


N+2 之 n— (N+ N+2 .2 
Rv<3e i p> (Ns) 一 去 (N) 2 (请 5). 


n= N+1 1=0 


Nf 


Rn 


2e 


取 N=11, 则 有 Rw 一 小 (给 ) 一 1 -一 Aw. 利用 对 数 对 于 Aw 作 数值 计算 ,有 
-3 

13 2e 

Av S15 126e iaoe (1S 


即 此 级 数 取 N 之 11 机 下 和 就 可 保证 精确 1075, 
(3) 余 项 Rs 一 》) ET 仍 用 不 等 式 1 >( 生 ) (4 一 1,2,…), 则 有 


) 210 342 10 5, 


n= N71 
2 2z 一 1 9 2n—1 2N+1 . 习 
Rs< 27 (1) < (NI ) = (aNT1) 之 (zi) . 


ee 
取 N 之 1, 则 5 后 7<1, 故 有 


11 
全 一 5, 风 © 121 一 6.6374 -5 
今 取 N= 5, 则 有 Rv< (地) Ta G1 "10 


则 此 级 数 取 N 宇 5 项 求 和 就 可 保证 精确 到 10 . 


* 题 号 上 角 带 “十 ”号 表示 题解 答案 与 原 习题 集中 译本 所 附 答案 不 一 致 ,以 后 不 再 说 明 , 中 译本 基本 是 按 俄 文 第 二 版 
翻译 的 , 俄 文 第 二 版 中 有 一 些 错误 已 在 俄 文 第 三 版 中 改正 . 
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§ 2. 变 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 
1 级 数 的 绝对 收 仇 性 ”级 数 


Da (1) 


称 为 绝对 收敛 , 若 
>) la (2) 


收 敏 . 这 时 级 数 》1 a, 也 收 化 ,绝对 收 仇 级 数 的 和 与 各 项 相 加 的 顺序 无 关 . 


要 确定 级 数 (1) 的 绝对 收敛 性 ,只 需 把 对 于 同 号 级 数 收敛 性 的 已 知 判 别 法 应 用 于 级 数 (2) 即 可 . 
若 级 数 (1) 收 敛 ,而 级 数 (2) 发 散 , 则 称 级 数 (1) 为 条 件 收 化 ( 非 绝对 收 化 ). 通过 改变 各 项 的 顺序 ,可 使 条 
件 收 伍 级 数 的 和 等 于 任何 数 ( 歼 曼 定理 ). 
2” 莱 布 尼 茨 判别 法 ” 若 交 错 级 数 
太一 到 十 太一 … 十 (一 1 一 0 十 (6b, 宕 0) 
满足 条 件 1) 如 之 b+1《n 王 1,2,…) 和 2) lim 名 一 0, 则 该 级 数 收敛 (一般 说 来 , 非 绝 对 收敛) 在 这 种 情形 
下 ,对 于 级 数 的 余 项 


民 , 一 (一 1)"6o1 十 (一 1 一 pz 十 和 
有 以 下 的 估计 
R=(—1)"0,br (0 委 4 委 1). 


3” 阿 贝尔 判别 法 “车 :1) 级 数 >， au, 收敛 ;2) 数 b(n 一 1,2,…) 构 成 单调 有 界 数 列 , 则 级 数 
5S) an ba (3) 
收敛 . 


4” 狂 利克 雷 判别 法 ”车 :1) 全 体 部 分 和 A, 一 >) a, 是 有 界 的 ;2) 当 m>cc 时 如 单调 地 趋 近 于 零 , 则 
i=1 
级 数 (3) 收 敛 . 


【2656】 证 明 : 可 把 非 绝对 收敛 级 数 的 各 项 在 不 变更 其 顺序 的 情况 下 分 群 组 合 起 来 ,使 所 得 的 新 级 数 
绝对 收敛 . 


证 设 级 数 S$) an 为 一 收敛 而 非 绝 对 收敛 的 级 数 .利用 柯 西 准则 , 即 知 ， 
对 于 给 定 的 & 一 去 ,存在 Ni ,使 对 于 任意 正 整数 mi ,有 |avw+a 十 十 av -mm |<e; 


对 于 给 定 的 @ 一 支 ,存在 Ne (可取 Ne> Ni), 使 对 于 任意 正 整数 ma ,有 |ax, 1 十 … 十 4x, .nm | 过 ess 


对 于 给 定 的 6 一 玄 ,存在 Ni (可取 Nt> N, 1), 使 对 于 任意 正 整数 mr ,有 |av -1 十 … 二 av .mex; 


令 
Ao 一 ai 十 az 十 … 十 anNi， Ai 一 avm+rl 十 am + 十 … 十 as 4 一 awrl 十 dv 十 十 al ， » 


则 有 1A 1<e 一 去 (4 二 1,2,…), 且 > At 是 原 级 数 的 各 项 在 不 变更 其 顺序 的 情况 下 分 群 组 合 起 来 所 得 
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的 新 级 数 . 由 于 


收敛 , 故 级 数 3 1A41 收 僵 , 即 级 数 >， As 绝对 收敛 . 证 毕 . 


【2657】 设 有 级 数 > a,, 若 :(1) 当 mco 时 ,此 级 数 的 通 项 o。 趋 于 零 ; (2) 在 不 变更 原 有 顺序 的 情况 


Prtrl! 


下 分 别 组 合 该 级 数 的 各 项 ,所 得 级 数 > A, 收敛 ; (3) 在 项 A, 一 》) ai(1 二 记过 ps 达 …) 中 相 加 项 ai 的 


j= 


数目 是 有 界 的 ,证 明 : 级 数 》) a, 是 收敛 的 . 


证 设 A, 中 相 加 项 的 数目 不 超过 某 一 固定 的 正 整数 mx, 即 
patii— pm (n=1,2,.). 


2m 十 1 


的 收 伍 性 知 ,存在 Ni 之 N ;使 当 n 之 Ni 及 p 为 任意 正 整 数 时 ,有 
1 A， 十 A 十 … 十 As <si. 
今 取 N= pv ; 当 n>N 时 ,对 任意 正 整 数 s, 考 察 A,, 二 a, 十 awi1 十 … 十 4a.4,, 注 意 每 一 个 w 必 属 于 某 一 个 
A,. 记 A, 内 各 项 a, 元素 的 集合 为 人 A, 即 知 ; 当 i<j 时 , 若 a € ha E41, 则 必 有 kL. 今 在 A, 中 看 各 项 ， 
显然 a, © An ;,(r>0). 再 看 以 后 各 项 , 便 有 
4 一 BANw 二 r 十 1 二 二 Ay + 十 如 9 
其 中 8 一 oa 十 … 十 aov yi 一 lB 二 py yiori 十 十 ants， 很 明显 ,B 是 Aw ,中 一 部 分 项 之 和 ,B' 是 


AN 十 r 十 9 十 1 中 一 部 分 项 之 和 ,于 是 (注意 n 之 N 之 NN') 9 
| 了 | 委 (Cpw + — pv +r)el me » 


任 给 e>>0, 考 虑 日 一 天 和 >>0. 由 a 一 0 ( 当 n->co 时 ), 故 存在 N', 使 当 n 宇 N' 时 ,有 |a,|<e. 再 由 2》) A。 


- 
IB |< (py, +r+g+<2 PN rrtarl )ame, 
1ANw +r+l 十 十 Amw +rre | <a 


从 而 ( 当 n 宇 N,s 为 任何 正 整数 )， 
[as [1BI+T|Av ti 二 TAn + | 二 |B’ | 去 (2m 十 1)e 一 


根据 柯 西 收敛 准则 即 知 级 数 >， a 收 全 .证 毕 . 


【2658】 证 明 : 若 将 收敛 级 数 的 各 项 重新 排列 ,使 每 一 项 离开 原 有 的 位 置 不 超过 m 个 位 置 (m 为 预先 
给 定 的 数 ) , 则 级 数 的 和 不 变 . 


证 设 原 收敛 级 数 为 >， a, 当然 有 lima, 二 0. 又 记 重 排出 的 新 级 数 为 2) 名 ,再 记 >， au, 的 前 N 项 部 


分 和 为 Sx 二 2; a,, 记 2 和 的 前 N 项 部 分 和 为 on 一 2) 总. 当然 有 lim Sw 一 S. 今 证 ox 的 极限 也 存在 ， 
且 等 于 S. 


考察 ON 与 Sw 之 差 
AN 一 cv 一 SN. 
任 给 e 汪 0, 取 e 一 入 >>0, 则 存在 和 N ,使 当 "之 N 时 ,有 1a | 过 ei. 今 取 
N NI 十 2m， 
又 记 S 内 各 a, 项 元 素 集合 为 $,, 记 o 内 各 6b, 项 元 素 集 合 为 7;, 则 有 
AN 一 >» 已 ,一 >， Cn 
如 EN an€E SN 
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今 从 和 查 起 ,看 a1 ,ar ,…: 至 an ,注意 每 一 个 a; 被 重 排 成 6; 时 ,i 与 j 的 标号 差 不 超 过 m. 因此 ,对 每 一 
个 a; 总 可 以 在 到 的 前 后 各 不 超过 m 个 元 素 内 找到 一 个 5 一 a;. 反 过 来 ,从 所 查 起 ,看 刀 , 扣 ，… 至 bn ,对 每 
一 个 5 总 可 以 在 a; 的 前 后 各 不 超过 m 个 元 素 内 找到 一 个 a; 一 b&b. 但 也 可 能 且 只 有 那 种 可 能 :最 后 一 段 不 超 
过 个 区 元 素 的 a , 即 aw raw-1,…ran wm 之 内 若干 个 元 素 可 能 被 迁 到 bn 之 后 ,从 而 ,在 on 内 找 不 到 搬迁 元 
素 ,但 个 数 ( 设 为 + 个) 不 超过 m. 同样 ,也 有 可 能 最 后 一 段 不 超过 m 个 元 素 的 6, 即 by ,bw-1，… ,bn-m 之 内 
若干 个 元 素 在 5。 内 找 不 到 搬迁 元 素 ,但 个 数 ( 设 为 个) 不 超过 m. 除 此 之 外 均 有 对 应 的 搬迁 元 素 且 一 一 对 
应 .于 是 ， 


|Av | 一 bn >， a | 魏 >» | 6, | 十 > ， | a， | <selt re me 十 me 一 e. 
Mesy esy ws 
bnE SN a EN BnE SN EN 


上 式 中 a, 的 下 标 n 宕 Ni 十 m 之 Ni, 故 |a | 过 e. 而 6 的 下 标 n 之 Ni 十 m, 记 住 6, 由 某 a 搬迁 而 来 ,其 下 标 ; 
在 x 的 前 后 距离 不 超过 mm ,故此 时 i 宇和 Ni ,因而 ,此 时 | 六 |} = 一 |ai|<e. 从 而 上 述 不 等 式 是 成 立 的 . 由 极限 定 
义 知 
limAx=0, 也 即 有 limov= limSn=S. 
从 而 ,命题 得 证 . 
证 明 下 列 级 数 的 收敛 性 并 求 它们 的 和 : 


3 5 _ 7. 
【26S9】〗 1 三 十 可 8 , 
证 明 思 路 注意 
3 5 _7 -1127 一 | 
Su 一 1 元 十 如 PE 十 (一 1) pk 
1 -1 3. 5 a -222 一 3 »_127—1 
及 5, 一 也 一 部 十 匣 十 十 (一 "先王 十 (一 "人 一， 
(4) 
两 式 相 加 ,可 得 3S, 一 2 +( Di! 
-0 
一 3 5_7 a »-12n—1 
解 9 一 1 2 27 + 十 (一 1) pom 
1 1 3 5 _,,, _ in 227—3 in-12n—1 
了 7S, 一 六 一 部 十 高 一 十 (一 ”人 二 十 ( 一 "和 一， 
将 上 面 两 式 相 加 ,得 
3001 22 .111 11 
5, 一 1 一 也 十 部 一 部 十 二 (一 DT 二 (一 Dm 全. 
于 是 ， 
一 ?一 2_2.... 11x12 1272 一 1 
3S, =2 一 2 十 也 一 部 十 十 (一 D1 于 十 (一 D1 全 
1 V2 
1-(- 互 ) _ 
一 2 十 ( D 和 2 了 《 当 7-co 时 )， 


即 limS, 一 村 .因此 , 原 级 数 收 仇 ,是 其 和 为 过. 


1 1 1 1 1 
【2660】 1 十 于 一 本 十 言 十 末 一 纺 十 … 


证 明 思 路 显然 该 级 数 绝对 收 仇 ,从 而 它 是 收 伊 的, 记 其 和 为 S. 可 考虑 一 个 特殊 的 部 分 和 
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1 1 1 1 ,1 1 \、 /71 1 1 1 
Su= (1 十 识 十 剖 +… 十 20 也 ) 十 ( 卫 十 证 十) 一 (下 二 站 二 部 十 tam ) 
1 
5 二 于 
4 1 “ 
1 
解 显然 该 级 数 绝对 收敛 ,从 而 , 它 是 收敛 的 , 记 其 和 为 S. 考虑 一 个 特殊 的 部 分 和 
1 1 1 1 1 ] 1 1 1 
Sw 一 (1 二 而 十 剖 十 … 十 Fo) 十 ( 豆 十 而 tt) 一 (下 + 面 +… 二 zi 了) 
1 1 1 _1 1 
1 一 有 1 。 1 25 1 , 1 2 1 十 上 1 1 237 5 1 D3n 
1 2 1 22 1 去 _1 4 1 
1 一 吉 1 一 元 1 一 到 1 一 记 1 一 记 
故 得 S=limSs, 一 了 .一 1 一 = 内. 
eit 4 1 7 
lz 


1 1 1 1 
【2661] 1 二 十 本 i+ Bt 


证 明 思 路 首先 ,利用 146 题 的 结果 ,有 
1 ， 1 1 1 1 1 、_ 
Sz 一 (1 十 却 十 可 十 … 十 元) 2( 喜 十字 十 … 十 却 ) 一 C+ln2n 二 eo, 一 2 。 


(C++lnntte,) 


一 ln2 十 ez 一 ev， 
故 im Sz, 二 1n2. 


Noo 


其 次 ,再 注意 Szs41 二 Sz 十 元 i ' 即 知 limSon 二 lim Snri. 
解 ”考虑 部 分 和 5. 当 m= 二 2n 时 ,有 
1 


So 一 1 一 去 十 言 一 计 十 “十 面 上 一 起 一 (1 十 二 十 … 十 如 上 ) 一 (二 + 二 十 …+ 直 ) 


= (1 十 冯 ++ 言 十 … 十 趣 ) 一 2( 去 + 十 十 … 十 趟 ) 


二 C 十 In2n 十 ew 一 2 。 FCtinnte,) 一 In2 十 em —e ,=In2+O( 二 )， 


于 是 ,得 limSz 二 1n2. 同样 , 当 m= 二 2n 十 1 时 ,也 有 


limS = lim n ( So er ) 一 ln2. 


1 oo 


故 有 im S。 一 In2, 即 原 级 数 收敛 , 且 其 和 为 In2， 
x*) 利用 146 题 的 结果 ， 
【2662】 已 知 > (一 22 一 一 In2. 将 该 级 数 的 各 项 重 排 , 得 到 下 列 级 数 : 
n=] 


1 1 1 1 
(1) 1 十 本 本 十 于 十 克 本 
1 1 1 1 1 
(2) 1 一 去 一 二 十 可 一 于 一 襄 十 … 
求 这 些 级 数 的 和 . 


提示 ”可 考虑 特殊 的 部 分 和 Ss, ,Sa 及 S312. 
解 (1) 考虑 部 分 和 S。. 当 m= 二 3n 时 ,有 
1 1 1 


+ ll1l1l1 1,... 
Sn 1 十 杞 1 4 tm tai 2n 


= (1 十 寺 十 于 十 … 十 二 上 +TT) 一 (二 + 十 +…+ 款 ) 


= (1+ 二 + 二 十 … 十 熙 + 直 ) 一 去 (1 十 去 十 一 十 殊 ) 一 (可 十 二 十 … + 元 ). 


1 1 1 1 工 四 一 一 

记 On 1 十 也 1 十. “十 到 » ls 一 1 2 十 3 了 1) 1 n ; 则 Lzn Oz2n On Lan — G4n Con， 且 有 
1 
2 


1 1 
San 一 Gan O2n 读 m 一 (on 一 am) 十 豆 (om 一 m) 一 如 十 于 和 


由 于 lim 一 im 一 ln2， 故 lim Si 一 In2 十 六 ln2 一 导 ln2. 易 证 当 m 二 3n 十 1 及 m 二 3n 十 2 时 ,有 
1 1 
Su —Su t+O( =), Sts— St+O(), 


当 nco 时 ,它们 与 Ss 有 相同 的 极限 ,从 而 , lim S。 一 子 In2, 即 原 级 数 收 敛 , 且 其 和 为 了 In2. 


(2) 部 分 和 
Su 一 1 一 二 一 二 十 言 一 直言 + 玉 十 一 和 3 
一 (1+ 计 + 十 面 ) 一 ( 言 + 计 +…+ 训 ) 
= (1+ 寺 二 荆 十 … 十 二 + 二) 一 (去 + 二 + 十 击 ) 一 ( 序 + 寺 + 十 起 ) 
Gan Fo 序 oo (oz 一 av ) 六 lz， 


于 是 ,limS,, 一 方 In2. 同样 有 
Su —Sw+O( 二 )， San+3 一 So+O( 二 )， 
当 woo 时 ,它们 与 Se 有 相同 的 极限 ,从 而 , lim Su 一 二 In2, 即 原 级 数 收敛 , 且 其 和 为 二 ln2. 


【2663】 把 收敛 级 数 》) 外 过 一 的 各 项 重 排 ,使 它 成 为 发 散 的 . 
n=1 n 


解 题 思路 可 这 样 重 排 : 先 取 两 个 正 项 ,然后 取 一 个 负 项 ,得 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 十 十 二 十 十 … 十 十 十 
V3 V2 V5 V7 V4 Vin—3 Vin—l V2n 
将 上 述 重 排 后 所 得 的 级 数 每 相 令 三 项 结合 而 得 一 个 新 级 数 , 并 注意 
1 1 1 、V2 一 
十 
V4dn—3  V47 一 1 v2 > V2 =>0. 


解 我们 这 样 进 和 Th 先 取 两 个 正 项 ,然后 取 一 个 负 项 ,得 


1 1 1 
+ 十 一 十 s0. 一 oa. 

V3 掺 1 后 t+ 广 - 掺 + + rr 4n—1 J 于 1 (1 
将 上 述 重 排 后 所 得 的 级 数 (1) 每 相 邻 三 项 结合 而 得 一 个 新 级 数 ,如果 它 发 散 , 当 然 上 述 重 排 后 所 得 的 级 数 也 
发 散 . 由 于 


1 1 1 1 
> 9 > 
V4n—3 VAn Vin—1 Vn 


故 有 
1 | 1 ~、2_1_Y 
Vin-3 Vn Va Va Van 
因而 ， 


1 1 1 、VvV2 一 
十 1、0 ( 一 1,2，……). 
1 VT V 南 一 v 页 
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一 -十 二 + 】 一 一 发散, 从 而 , 重 排 后 所 得 的 级 数 (1) 也 
a | V2 !] 友 发 表 ， 故 级 数 六 V4n 一 1 V2n 后 ) 


发 散 . 
研究 变 号 级 数 的 收敛 性 : 


【2664】 习 二 一 
提示 “注意 | as | 一 记 . 
解 由 于 级 数 > ) 支 收 笋 , 故 原 级 数 绝对 收 伍 , 从 而 也 是 收 全 的 ， 


【2665】 > D0" (S). 


22 十 100 
解 a 一 (一 D"( 和 3 于 ) .由 于 


lim VarT = lim $= <1, 
故 原 级 数 绝对 收敛 ,从 而 也 是 收敛 的 ， 
1 1 1 1 1 1 1 1 

【2666】 1 十 却 十 村 一 元 一 于 一 襄 十 地 十 襄 十 局 

解 题 思 路 ”将 此 级 数 每 相 邻 三 项 结合 得 一 新 级 数 ,显然 可 知 它 是 一 个 交错 级 数 , 再 利用 2657 题 的 结果 . 

解 ” 将 此 级 数 每 相 邻 三 项 结合 得 一 新 级 数 , 它 是 交错 级 数 , 满 足 莱 布 尼 茨 判别 法 的 两 个 条 件 , 因 而 , 它 
是 收敛 的 . 利用 2657 题 的 结果 , 即 知 原 级 数 收 和 敛 .显然 此 级 数 仅 为 条 件 收敛 . 

一 1 100 . 
【2667】 之 二 7 sin 至. 


提示 利用 犹 利克 雷 判 别 法 . 
解 由 于 当 一 oo 时 ,同一 单调 下 降 趋 于 零 ,上 


cos 于 一 cos(n 十 3 )E 1 


2sin 8 sin 半 
为 有 界 的 , 故 按 狄 利克 雷 判 别 法 即 知 原 级 数 收敛 . 


[2668} > (一 1)， Sin2 7 7 
解 ” 将 通 项 改写 为 


.2 
(—1)" sin’n (—1)" 1 十 (一 Dera cos2m 
n 2n 2n 


显然 级 数 (一 1D" 元 收 煞 .下 面 证 明 级 数 >) (一 Dr cs9s22 也 收敛 .事实 上 ,部 分 和 
n=1 n=!1 
[NA] 


六 cos21 SX cos2n a 2cos4 
> n+l S47 cc) (2) 
Sy CT 1)" 2n 人 2n 4 dn SN TN. 


但 级 数 > 2 及 > 9 各 均 收 伍 ( 因为 当 4-*c 时 ,未 单调 趋 于 零 , 且 


| > cos2n | 一 
n=1 


故 由 狄 利克 雷 判 别 法 即 获 证 ) , 记 它 们 的 和 分 别 为 S 及 SY, 则 当 Noo 时, Sw 一 SW 一 SW , 即 级 数 


sin(2k 二 1)— sinl 
2sinl 


去 二 ， 
sinl 
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> (一 DSS82 收 全， 从 而 , 原 级 数 (一 T)" sin? 3 了 9 收 合 


加 Vi 
【2669】 > 1)" <5 
四 el 1 
解 (一 1D)" 56 一 (一 1)" 启 +O( 二 小 
1 "1 Vn 
见 级 数 27 (一 1)" 万 及 >， -可 均 收 笋 , 故 原 级 数 > ( 二 166 收敛 . 
CD)" 
2670 一 一 
52679] 2 Fy 
(CD) 7", 1 -Ch C+0() |- 1 70( 二 ) 
itoD)” Ww I VW 7 Vi nn 六 
Vn 
由 于 级 数 2 全 及 > 证 均 收 售 , 而 级 数 > 二 二 发 散 , 故 原 级 数 发 散 . 
【2671】 > sin(x Vn hk? ). 
n—] 
解 sin(r VR 二 局 )==si 1+ (£) I=sinnr|1+4;+0( + 人 +0( 方 
sin(x Vn =sin| nx =sinnr| Wp (元 ) =sin| r+ 入 (= 7) | 
»._ [kn 1 /nk x 1 
=(—1) sin| 名 +0( 坟 ) |= "和 2+0( 广 ) ， 


和 条 件 收 全 ， 去 收 策 , 故 原 级 数 收 全 


由 于 级 数 > (一 D" 
(一 1)R 
负 项 ,之 后 出 现 五 个 正 项 . 如 此 下 去 , 若 将 这 些 相 邻 且 具 有 相同 符号 的 几 项 合 
(1) 


【2672】 > 
解 这 级 数 首先 出 现 三 个 负 项 ,之 后 
并 成 一 项 , 则 所 得 的 新 级 数 为 一 交错 级 数 
1 ， 1 加 1 
人 2 D"| 起 +EEi+ roti | 
2 
tt 
(克基 
下 和 一 十 ,所 以 整个 和 数 小 于 


容易 证 明 不 等 式 
2 1 
fi 六 EFI 
大 项 
事实 上 ,开头 项 的 和 小 于 k。 去 一 广 , 而 后 面 k 十 1 项 的 和 小 于 (4 十 1) 。 
2 机 
B+. 让 1 一 有 而 得 . 
于 是 ,级 数 (1) 的 通 项 当 >oo 时 趋 于 零 , 并 且 它 的 绝对 值 单调 减 小 ,由 菜 布 尼 芯 判别 法 即 知 级 数 (1) 收 


二 .左面 的 不 等 式 可 由 整个 和 数 大 于 &。 
注意 原 级 数 的 部 分 和 恰好 包含 在 级 数 (1) 的 某 相 邻 两 部 分 和 之 间 ,由 级 数 (1) 的 收 伊 性 知 此 两 相 邻 部 
.显然 二 一 | 发表， 故 原 级 数 仅 


CD 


敛 . 
原 级 数 的 部 分 和 恰 
分 和 趋 于 同一 极限 ,因此 , 原 级 数 部 分 和 有 极限 ,从 而 , 原 级 数 收效 . 显然 》) | 


为 条 件 收 伊 . 
全 (一 1)” 

2673 . 

[2673] 之 而 

提示 利用 65 题 的 结果 ， 

解 由 于 limyn 一 1， 即 通 项 不 趋 于 零 , 故 级 数 发 散 . 
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pb, 
0 


【2674] 证 明 : 兰 limz( 天 一 1)>0， 则 交错 级 数 刀 一 启 十 三 一 要 十 一 十 (一 1)” 1 十 … (1 之 0) 收 全 


证 设 lma( 旋 -一 1 ) 一 A, 我 们 取 se>0, 使 得 A 一 e>0, 则 存在 正 整 数 N .使 当 n 之 N 时 ,有 


eb, A 
4-e<a( 产 -一 1)<A+e 或 1<1- 人 eb itAte 
nl 


因此 , 当 n 宇 NN 时 .6b, 记 bi , 即 5 单调 下 降 . 
下 面 证 明 limb, 二 0. 事实 上 ,利用 2606 题 的 结果 即 知 、 


(i) 


例如 . 取 一 分 .于 是 . 当 n 一 oc 时 .有 b, 一 0. 
因此 .交错 级 数 > (一 1)"” 1 收 敛 . 


研究 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 (除了 习题 2690) 和 条 件 收敛 性 : 
(一 TD 


p 


【2675] > 


提示 当 P<S0 时 ,级 数 发 散 . 当 0<p 妇 1 时 ,级 数 条 件 收敛 . 当 p>1 时 .级 数 绝 对 收 伊 . 
解 ” 当 p<0 时 .由 于 wn 一 十 22, 故 级 数 发 散 . 
当 p=0 时 ,由 于 nw“ 二 1, 故 级 数 也 发 散 . 


当 0<p 委 1 时 .由 于 ws >>c- 且 ao0 (其 中 4, 一 地 ) .故此 交错 级 数 收 伊 ; 然 当 0< pp 过 1 时 .级 数 


n 


D3 _ 发散 .故此 时 级 数 > DD” 仅 为 条 件 收敛 . 
当 p> 之 1 时 .由 于 级 数 > 方 收敛 , 故 级 数 > 5 一 1 绝对 收 伍 
【2676】 5S CD 


全 


解 ”首先 研究 此 级 数 当 p 为 何 值 时 绝对 收 合 . 由 于 


1 
1 
a 工 一 让 一 
ne 
且 当 pl 时 级 数 > 二 收 笋 , 故 当 p 之 1 时 ,级 数 > 一 绝对 收 伍 ， 


当 p 志 0 时 . 原 级 数 显然 发 散 . 


下 面 研究 当 0<p<l 时 原 级 数 的 收 化 性 ,将 通 项 改写 成 全 地 一 去- 由 于 级 数 》 一 1 当 0</ 
n nl] 


<1 re 上 升 用 趋 二 ] 的 数列 , 故 由 阿 贝尔 判别 法 即 知 , 级 数 3 (一 上 一 收 
7 nl 


敛 .但 因 级 数 > ， 
nl 
[2677] op 了 


(1D"] (Dr 1 ,1 
解 In| 1+ n? | n? 2n# Fo 人 (二 小 


考虑 级 数 (1) > 全， (2) 站 让 G) 刀 遍 . 


入 级 数 仅 为 条 件 收 敛 . 
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显然 当 p 之 1 时 ,级 数 (1),(2),(3) 均 绝对 收 合 . 故 当 p 之 1 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 
当 士 二 p<1 时 ,级 数 (1) 条 件 收 伊 ,级 数 (2) 及 (3) 均 绝对 收 化 , 故 当 去 p<1 时 原 级 数 条 件 收 全 
当 p 志 0 时 ,由 于 通 项 不 趋 于 零 , 故 原 级 数 发 散 . 

后 , 设 0<p< 方 . 令 mm 是 满足 mp 过 1 过 (m 十 1)p 的 唯一 正 整 数 ( 显 然 m 之 2). 我 们 有 


一 1)" 一 1)" 1 1 1 (一 ID) 1 1 
mt “i 


nr 2 ne 


十 … 十 (一 D”-: 。 


工 
若 六 为 偶数 , 则 由 于 交错 级 数 生地， 了 全 和 2 了) 全 7 一 均 收 伊 (条 件 收 伊 ), 级 数 


-二 (绝对 ) 收 伍 , 而 级 数 


n=2 


立 (了 1 1。 证 + 二 "让 ) 


< 2 nr 4 ne m 
显然 发 散 , 故 知 原 级 数 > | 1+ 
也 发 散 . 

[2678】 DD) (C—D"! 2 


(— 


六] 发 灿 ;车 mw 为 奇数 , 则 可 类 似 地 证 明 原 级 数 2 in| 1+ CD | 


noin2n 
解 o 一 (一 0 so 工 . 考虑 
; 2 
lim Via,| = lim 2sinr)’ _ (Vasinz)’ ， 
neo no Mn 
故 当 Vzsim'z<1, 即 |z 一 ax|<< 王 时 ,级 数 2 a 绝对 收敛 . 


当 V2sin?x 一 1, 即 当 |x 一 nx| 一 子 时 , 原 级 数 为 3 要 -> (—1)"! 二 , 它 为 条 件 收 伊 . 


当 VY2sim x 之 1 时 ,例如 ,可 选取 w, 使 /zsin2z>a>1. 当 半 充分 大 时 ,有 
Vlas 之 a 或 la | 之 a" 之 1， 
上 式 表明 , 当 n->co 时 ,a 并 非 趋 于 零 ,故此 时 原 级 数 发 散 . 


SN (一 1)" 
【2679】 2 rp 


提示 ”对 于 不 为 负 整 数 的 任何 工 值 ,级 数 条 件 收 伊 . 
解 当 <z 为 负 整数 时 ,级 数 显 然 无 意义 . 


当 z 不 为 负 整 数 时 ,此 交 销 级 数 满足 莱 布 尼 获 判别 法 的 条 件 , 故 它 是 收 合 的 .但 因 》 -二 -发 散 , 故 原 


级 数 当 zx 不 为 负 整 数 时 仅 为 条 件 收敛 . 
(—1)” 


[2680] 之 [i po 
(—1)" (—1)" (DD)" pl(—1)” 1 【一 1)” p 1 
解 [2 十 (一 1)" 了 下 w+ 了 ne | n +O( ne )] nr 2+0 (7 ). 
当 0 二 p 志 1 时 ， > 和 一 二 条 件 收敛 ， > 让 及 > -5 绝对 收敛 ， , 故 级 数 > Tp 当 0<< 
Pp 专 1 时 条 件 收敛 . 
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17” 加 
当 轧 >]1 时 ， ,由 [ET 一 o( 广 ) 即 知 ， 原 级 数 绝对 收敛 . 
当 bp<0 时 , 通 项 不 趋 于 零 , 原 级 数 显然 发 散 . 


oo 


(一 1 
【2681]】 一 天 -一 一 
和 2 [va 十 (一 D 了 
解 由 于 
(一 1 (一 1 一] (LD p ( 1 ) 
= 1 二 一 天 一 | = -r+0( Tz ); (1) 
[Yat+(—D"™ nn l Vn A ns”! 


放 原 级 数 当 p>2 时 绝对 收 化 ;而 当 Po 时 原 级 数 显然 发散 下面 我 们 来 研究 当 0< p<2 时 原 级 数 的 收 全 性. 
当 1<p<2 时 ,由 (1) 式 第 一 项 组 成 的 级 数 > CD 一 条 件 收敛 ,而 由 第 二 项 ,第 三 项 组 成 的 级 数 显 


然 收 敛 ,故此 时 原 级 数 条 件 收敛 . 
当 0<p<1 时 ,由 第 一 项 及 第 三 项 组 成 的 级 数 收敛 ,但 由 第 二 项 组 成 的 级 数 发 散 ,故此 时 原 级 数 发 散 . 


~ sin 
【2682】 > 一 一 一 


. x 
"=1 n? 十 sin 把 


sin 一 in 本 sing V7 sin 4 sin 这 1 sin 他 sin? 
,十 Nn nr (+ p ) nt I nr +o( 志 )| ne nr +0( 去 ) 
12 十 sin 一 
4 
nn 
加 sin 7 
当 2p>>1 即 p> 去 时 ,由 第 二 项 及 第 三 项 所 组 成 的 级 数 均 收敛 ,而 对 于 级 数 >) 一 5 和 ,由 于 lim 赴 一 0 且 请 
n=1 
单调 减 小 ,又 
区 1 yx 
cos 一 一 cos【n 十 一 一 
六 sin 红 | - 8 (nt+ 喜 ) 了 3 < 1 
A=1 4 2sin 二 sin 一 
8 8 


nr? ne 2n? 2n? 
1 1 发 
且 当地 达 p 志 1 时 ， 5) 元 发 数 , >) 一 发 散 ,从 而 ,此 时 原 
n—1 "= 
级 数 条 件 收敛 . 
.NT 
Sm 4 1 
当 p>1 时 ,由 一 一 一 O (去 ) 即 知 , 原 级 数 绝对 收敛. 
n* tsin 字 
当 p<0 时 , 原 级 数 显然 发 散 . 
1 sin 了 sin 字 1— cosn | ~ 
当 0<p<F 时 ,由 于 之 一 0， 2 x 发 数 ,而 2 “2 收 化 , 故 级 数 
开 2 


8 
[a 
2- 
| 


人 发散. 再 仿 2677 题 0<p< ;情形 的 证 明 , 则 易 知 原 级 数 发 散 . 


aol, 
【2683】 > D" zi 
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~ 一 本 ” 1 
加 号 [+o( 二 )] -中 +O( 工商 


显然 一 下 绝对 收 全 ,而 >» 5 和 条件 收 化 , 放 原 级 数 条 件 收 人 
【2684】 区 (— D7 2 
解 六 放生 生 碟 的 级 
> nD 1) 100 ba 100 
2 (一 1) 了 一 和 
由 于 
(nt+1)'” 
2ntl . 1 1 100 1 
加 一 (+ -3< 
2 
故 原 级 数 绝对 收敛 . 
< (一 1) 
[2685] 2 i 
解 ” 由 于 


， lpn lm 
. . 

lm 一 limne 一 er 一 = 一 e0 一 1， 
noo 


noo 


从 而 知 通 项 ,= 与 当 n>oo 时 并 不 趋 于 零 , 故 原 级 数 发 散 . 


[2686] 一 12， 
解 ” 由 于 让- 当 w-oo 时 单调 下 降 趋 于 零 ,又 部 分 和 


cos 过 一 cos( 十 二 ) 否 


sin ZX | 一 24 1 
本 12 2sin 世 sin 
24 12 
有 界 , 故 级 数 收敛 . 但 是 ， 
:AT inz 2 1—co 2 工 
sin Tz sin 12_ cos 6 _ 1 cos 6 
Inn lnn 2Inn 2lnn 21nn 


而 级 数 3 应 发 散 ,级 数 > 发 散 . 从 而 , 原 级 数 仅 为 条 件 收敛 . 


1 
r2687 5 Cb. 


n=1 


解 记 有 A 二 {nl[VYn]==L} (二 1,2,…). 显然 Ai 中 的 元 素 n 满足 站 二 n 过 (十 1)? ,于 是 ,Ai 中 元 素 的 
(一 CD 
个 数 为 2! 十 1. 考 虑 好 = 》) , 则 有 


nE Ai 
= D>) Ce Civ,, 


EAI 


nr 


1 C4 
其 中 尺 一 2) 让: 当 p>0 时 ,有 
n€A) 
2 2 二 1) 


Wo 之 (CE 十 9 2 Cer sy 
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27 


1 1 1 
=- 2 (py Far FT) FOF) +2t1]? [ECUt+1)+2+2]? 


[CC 十 1): 十 s]? 一 (2 十 9) 1 1 
-> (BFSIPTAUFID Ts Lt +2+t1 [CC 十 1 十 2 十 2 


考虑 函数 f(x) = 二 x'(r 之 1). 当 z>>y>0 时 ,由 微分 学 中 值 公式 ,有 
x —y re (rz— yry (ry), 


其 中 yx. 
于 是 , 令 r=2p, x 一 VT1)? 十 s,，y 二 VET5, 则 当 p> 村 时 ,有 


[十 1)2 十 5 一 ( 企 十 5)2 
一 (VC 二 1 十) 时 一 (VE 十 5)2 六 2p0VE 十 2 [VC 十 1 十 一 VE 十 5 


_ 2 十 1 2p 122-1(2/ 十 1) 
一 265( VE 十 站 2 一 一 一 一 一 一 之 一 一 一 一 一 一 一 ， 
2 二 VE 


从 而 , 当 p>> 序 时 ,有 


1 
2 1 2 
~ pl 21+ 1)? 2 + (> (RE ) 
Vv 之 -之 » 
D2 十 4 二 1) Le1(E 十 二 地) 


由 于 2p 之 1, 而 
lim A 一 1 ， 
人 Le 十 十 村 ) 
故 当 /充分 大 时 ,xz 一 w+ 六 0. 于 是 ,存在 如, 使 当 / 宇 lo 时 ,wv 是 单调 下 降 的 数列 . 又 当 zEA，z>0 时 ,有 


1 1 1 27 十 1 27 十 1 
UT 放 0TD5SYS 有 


上 述 不 等 式 说 明 , 当 p> 去 时 ,vw 是 单调 下 降 且 趋 于 零 的 数列 ( 当 /一 co), 从 而 知 级 数 


是 一 个 收敛 级 数 . 显然 当 寺 3 三 p 志 1 时 ,级 数 之 w 仅 为 条 件 收敛. 当 p 之 1 时 ,级 数 》，u 绝对 收敛. 当 
2< 广 时 ,级 数 ww 发 散 . 
oo — 1 Yt) N 2 
现在 看 原 级 数 》) a,, 其 中 a, 一 和 站 一 . 记 其 部 分 和 为 Sy 一 >) o, 又 记 > uw 的 部 分 和 为 ow 一 


yw .那么 任意 一 个 部 分 和 Sw 均 被 包含 在 某 相 邻 两 个 部 分 和 ww 与 omt1 之 间 , 即 有 


n=1] 


| Sw —om | 所 |omri 一 av |. 


注意 , 当 二 一 <1 时 ，> ww 条 件 收 化, 而 当 2>1 时 ，》> w 绝对 收 全 .此 时 记 其 和 为 0, 则 有 limow 一 a. 
因此 ， 


lim Sx 一 dim om 一 0， 
RN 一 cc 


也 即 》) a 与》 有 同样 的 收敛 结论 . 从 而 当天 <p<1 时 , 原 级 数 >》， a 条 件 收敛 ; 当 p 之 1 时 绝对 收 


化 , 当 p 忆 方 时 发 散 ( 否 则 这 时 的 >， u, 收敛 ) ,其 中 当 畏 一 1 时 就 是 2672 题 . 
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一 ] yziom] 
[2688] >) oe. 


n=1 


解 记 @ 一 (上 一. 为 研究 级 数 了 a, 的 收敛 性 ,我 们 引进 集合 
n=1 


Ai= {n|[lnn]=k} (k=1,2,*.…)., 
那么 集合 A, 内 的 元 素 n 具有 性 质 & 委 lnnz<<k& 十 1, 或 写成 te 志 n 之 e，e* ,其 个 数 入 一 [Ce 一 1)e] ,将 A 内 
的 元 素 从 小 到 大 排列 ,可 记 为 ni 十 1,… ,mw 十 pi 一 1， 现 考虑 


w= Sa,= 5 CD D* DD) (Lv, 


n€E AL AEAL n€ A 
其 中 
1_% 1 .A 1 _p 1 1 1 e 一 1 
四 > — RR 日 > 四 A 二 ~ 
之 n > o> 2 ee eee a ete De ]> 2 (eT Le 2e 


下 面 我 们 证 明 级 数 >1 a, 是 发 散 的 . 采用 反 证 法 ,假设 》1a, 收敛 , 则 由 柯 西 准则 ,对 于 任 给 的 ec>0, 存 


在 No ,使 当 n 宇 No 时 ,对 于 一 切 正 整数 p, 均 有 
|as antit "Tans |<e. 


今 取 一 和 >0, 对 于 由 此 。 所 找到 的 No ,在 ?之 No 中选 一 数 天 ,此 处 上 是 适当 大 的 一 个 正 整数 ,有 


4 
mEA: ,; 即 e 挝 nn < 之 e et 又 取 正 整数 二 pi 一 1, 则 此 时 应 有 
| a。 二 Tari 二 十 Qn + pl | <e. (1) 
但 另 一 方面 却 有 
lam ta nit 二 a 一 || 一 坟 一 2e>e (2) 


(1) 式 与 (2) 式 矛盾 . 因而 ,级 数 >，av 发散. 
n=1 


【2689] >») (—1)"-! | 
n=1 


2°4*6.(2n) 


1。3。 | 
2。4。6…(27) “ 


解 设 a. 一 (一 D”!| 

当 pS&0 时 ,显然 |a, | 之 1, 故 a4 不 趋 于 零 ( 当 no0), 因 而 ,级 数 》) a, 发 散 . 
n=1 

当 0<p2 时 , 记 as 二 (一 1)”1b, ,其 中 


， -[ 。3 。 nD 
" 2 4 (2n) ， 


p 2 1 Fp 
由 (到 让 ) <1 易 知名 >>| 2 | 6, 一 b(n 一 1,2,…), 且 有 ( 见 10 题 的 不 等 式 ) 


1 pp 
0<b,<( 3) 一 0 〈 当 mcoe 时 )， 


故 由 莱 布 尼 区 判别 法 即 知 级 数 》) a, 收敛 , 但 由 2598 题 的 结果 知 , 当 0 二 p<2 时 ,级 数 |a, | 发散. 于 
n=1 n=1 


是 , 当 0 二 p 志 2 时 , 原 级 数 条 件 收 敛 . 
当 如 >2 时 ,由 2598 题 的 结果 知 , 原 级 数 绝 对 收敛. 


Rn sinz 。sinzz2 
【2690]】 2 一 
解 记 ao 一 二 ,名 一 sinm “sinm. 显然 {a; } 单调 下 降 趋 于 零 , 且 


N 
[2 


N 
1 
一 2 Leosn(n—1)—cosn(nt1)] | 一 | 去 [cos0 一 cosNCN 十 1)] 忒 1， 
n=] - 
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有 界 CN 王 1,2,…), 故 由 犹 利克 雷 判 别 法 知 级 数 收敛 . 
[E2691] S$ sinn?. 
提示 。 用 反 证 法 证 明 limsinz #0. 
解 ” 我 们 即将 指出 sinn? 当 n 一 co 时 并 不 趋 于 零 , 因 而 ,级 数 >) sinn? 发 散 . 现 用 反 证 法 ,假设 


limsinn’ 一 0， 
于 是 ,sim? (Gx) 一 0 ( 当 n->oo 时 ), 由 sin: (mn?) 十 cos?: (2 ) 一 1 知 cos2 (2 ) 一 1〈 当 mco 时 ), 由 于 
sin(2 十 1)2: 一 sin(22 十 2n2 十 1) 一 sinmzcos(22 十 1) 十 cosz sin(2n 十 1)， 
故 
cos2 (12 )sin2(2n 十 1) 一 [sin(z 十 1)2 一 sinzzcos(272 十 1)]?. 
让 n 一 co, 注意 sinz 一 0. 于 是 ,由 
sin(n 二 1)? 一 0 及 cos’(n)—1, 
便 有 sim?: (2n 十 1) 一 0, 因 此 ,sin(2n 十 1)->0. 同 理 可 得 sin(2n 一 1)->0( 当 n>o0 时 ). 又 从 
sin(2n 二 1) 二 sin(2n—1)=2sin2ncosl 
知 还 有 sin2n 一 0( 当 n 一 co 时 ), 即 有 sinm 一 0( 当 mm 一 co 时 ). 从 而 也 有 sin?n 一 0 及 cos:n 一 1. 但 
sin(n-1)= sinncosl 二 cosnsinl, 
或 写成 
cos27asinzT 一 [sin(z 十 1) 一 sinzcosl]?. 
让 zceo ,于 上 式 的 两 端 取 极 限 ,并 注意 到 sin? 1 关 0,cos:n 一 1, 信 而 产生 左 端 为 sin?1 而 右 端 为 零 的 矛盾 . 因 
此 ,假设 


limsinn?: 一 0 
ca 


不 真 , 即 原 命 题 sinn? -0( 当 nn 一 co 时 ) 成 立 , 因此 ,级 数 > ，sinz 发 散 . 


【2692】 设 

az 十 ax 十 十 ap 

box’ 十 bx 1! 十 … 十 be 

为 有 理 函 数 , 式 中 ao 天 0, bo 关 0, 且 当 x 守 no 时 ,|bor’ 十 bx 十 十 b,| 志 0. 


R(X) = 


研究 级 数 > (一 1D)"R(m) 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收 伊人 性 . 


n=no 


解 首先 考虑 绝对 收敛 性 . 
当 g 一 p 之 1 即 当 gp 十 1 时 ,由 于 


IRGV)|= | ao 十 an 1 十 … 十 asp 2 


bonr 2 十 六 9 ?1 二 .bn ? 


~ |aol 
一 9 
[6o | n° ? 


而 > -5 收敛 , 故 级 数 > (- DR (nm) 绝 对 收敛. 当 g<z 二 1 时 ,级 数 >，|RC) | 发散 . 


n=ng n= no =ng 


但 当 p<g 时 , (一 1)"R(W)~( 一 1)" 一 2 ,容易 验证 原 级 数 符合 莱 布 尼 蒋 判别 法 的 条 件 , 故 当 p 二 g 声 


一 9 
boon? 


Pp 十 1 时 ,级 数 > (一 1)"R(n) 条 件 收敛 . 


nn 


当 p 之 gq 时 , 显 见 R(n) -x0( 当 n>co 时 ) , 故 级 数 (一 1)"R(n) 发 散 . 


n=ng 


研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


1 1 1 
1]? 297 3 4 5 6 


【2693】 
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解 ” 当 po>1. 0>1 时 ,显然 级 数 绝对 收敛 . 

当 0<p=dS1 时 .显然 级 数 并 非 绝对 收敛 ,但 由 莱 布 尼 茨 判别 法 知 级 数 收敛. 因此 , 当 0<p 一 9 安 1 时 ， 
级 数 条 件 收敛 . 

当 p.q 中 有 一 个 小 于 或 等 于 零 时 .由 于 通 项 不 趋 于 零 ( 当 ce) , 故 级 数 发 散 ， 


1 


pp 十 …-. 


【2694] 1+ 圳 一 序 十 吉 十 可 
解 当 p>1 时 ,由 于 原 级 数 是 由 绝对 收敛 的 级 数 了 (一 1)”' 请 交 换 项 数 重 排 而 得 来 的 ,因此 , 它 也 
是 绝对 收敛 的 . 下面 我 们 青 讨论 条 件 收敛 性 . 


当 0 二 p<1 时 ,考虑 级 数 > in ,其 中 


1 1 1 1 | 1 1 


= 十 
” (4 3) (4 一 1)” (2177 1 7 1 1 (2n)7 
Mn? (1 一 言 ) 002(01 一 二 ) 


u 


1 3p | p, 1 1 1 pp 1 1 
cr | +t ns oO 元 ) | (2n)? 27(2n)? 2 十 nn Of 未 ) (2n)7 


-0 0 


由 第 一 项 组 成 的 级 数 发 散 到 十 ,而 由 其 余 各 项 分 别 组 成 的 级 数 均 收 敛 . 因此 ， 5 za 发 散 . 易 证 原 级 数 与 


级 数 5 us 同时 收敛 或 同时 发 散 ( 这 可 用 部 分 和 作 比 较 而 得 ), 从 而 , 当 0 过 p 达 1 时 , 原 级 数 发 散 . 


当 p 二 1 时,(1) 式 第 一 项 为 零 , 而 由 第 二 项 及 第 三 项 分 别 组 成 的 级 数 显 然 收 伍 , 故 当 p=1 时 , 原 级 数 收 
敛 , 并 且 显 然 不 是 绝对 收敛 的 , 即 原 级 数 条 件 收敛 . 
当 p 志 0 时 , 原 级 数 显 然 发 散 . 


1 1 1 1 1 1 1 1 
【2695】 1 十 也 rot tortiis Bt 


解 ” 易 证 原 级 数 与 级 数 1 w 同时 收敛 或 同时 发 散 ,其 中 


_ 1 1 1 _ 1 p 1 1 1 
7 ns an) zz| 2+ 二 +o( 六 ) | (2n)7 Qi) 

2n 
(+ (7) 可 


当 p>1 时 ,级 数 显然 绝对 收敛 . 
当 0<2<1 时 ,由 (1) 式 第 一 项 组 成 的 级 数 发 散 ,而 由 (1) 式 第 二 项 及 第 三 项 所 分 别 组 成 的 级 数 均 收 敛 . 


因此 ，》) um 发 散 , 从 而 当 0<p<1 时 , 原 级 数 发 散 . 
当 p= 二 1 时 , 原 级 数 条 件 收敛 . 事实 上 ,此 时 (1) 式 中 第 一 项 及 第 二 项 均 为 零 ,而 由 第 三 项 所 组 成 的 级 数 
收敛 , 故 >，u 收敛 ,从 而 原 级 数 收敛 . 但 级 数 


1 1 1 1 1 1 1 
stisi7tistotintst. 
是 发 散 的 . 


当 p<<0 时 , 原 级 数 显 然 发 散 . 


2 1 1 2 1 1 2 1 
【2696】 1 一 亢 十 玉 十 太一 训 十 不 十 并 一 训 十 让 


解 ” 当 户 >1, gq 这 1 时, 记 6 一 min(p,q) 之 1. 由 于 级 数 
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2 1 1 1 1 2 1 . 
1 二 高 十 各 十 亦 十 苏 十 高 十 方 十 毅 十 芒 十 (1) 
的 前 NN 项 部 分 和 Ss 有 
N 2 
“< 太一 2 > 点 < 上 co， 


故 {Sw } 单 调 上 升 且 有 界 , 从 而 ,lim Sw 存在 , 于 是 , 原 级 数 当 pp 之 1,，g>1 时 绝对 收敛 . 
当 0 过 <p 一 g 志 1 时 ,由 于 级 数 (1) 的 Sv 有 


N 
Sy 之 > 二 ~+co ( 当 N 一 十 时 )， 


k=1 


故 原 级 数 并 不 绝对 收敛 .但 当 0<z=o 委 1 时 ， 可 考虑 级 数 (1 一 六 ) 十 > wu ,其 中 


1 ， 1 2 1 -/ 1 、-， 
只 一 STR 3 1 (1+ 襄 ) er (+) ] 


1 『22 1 p 
eal tO( 闹 )| | 7 | ai O( 襄 )| 
一 22 p 3p 
Ct to( 7)- cb +O( pr 让 
因此 ,显然 》) wu 收敛 . 易 证 原 级 数 与 级 数 (1 一 襄 ) 十 5y) w 同时 收敛 或 同时 发 散 . 因而 原 级 数 当 0<z 一 9 


< 委 ] 时 条 件 收敛 . 
当 p,q 中 有 一 个 小 于 或 等 于 零 时 , 原 级 数 显 然 发 散 . 
【2697】 证 明 :级 数 


(1) sinz+ 十 二.…， {2) cosr+ e+ 


在 区 间 (0,r) 内 不 绝对 收敛 . 


sininz_l]—cos2nzx 1 cos2nz 
n 2n 2n 2n 


由 于 二 发 散 到 十 cc， 5 cos 收 仇 (这 是 因为 二 去 单调 趋 于 零 , 且 > cos2nz 有 界 , 故 由 狄 利克 雷 判别 
法 即 获 证 ) , 故 级 数 


sinnx 


证 〈1) 之 


~ ， 
S ) Sinnzx 
n=1 n 


在 (0,7) 内 发 散 . 至 于 原 级 数 的 收敛 性 是 显然 的 , 因此 , 原 级 数 在 (0,r) 内 仅 为 条 件 收敛 . 
(2) 可 用 (1) 的 方法 证 明 . 事实 上 ,由 


COS7 并 
n 


~ cos’nz_ 1 | cos2nz 
n 2n 2n 


即 知 级 数 


COSNnx 
n 


oo 
n=1 


在 (0,r) 内 发 散 . 至 于 原 级 数 的 收敛 性 是 显然 的 . 因此 , 原 级 数 在 (0,r) 内 仅 为 条 件 收敛 . 
【2698】 对 于 级 数 


> PE, 六 sm (cren 
对 全 体 参 数 (p,z) 定 出 :(1) 绝 对 收敛 域 ;(2) 非 绝对 收敛 域 . 
解 当 p>>1 时 ,由 于 
1 


下 9 
nr 


COSNX sinnz 1 
ne 


< (0<<z<r)， 


n? nz? 
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且 六 点 收 化 , 故 这 两 个 级 数 当 > 1 时 ,对 于 (0,m 内 任 一 值 均 绝对 收 合 


当 0<p<1 时 ,由 于 十 单调 下 降 趋 于 堆 , 且 部 分 和 > cosnz 及 1 sinnz 均 有 界 (0 二 x 过 x) , 故 由 狄 利 
n=1] 于 一 1 
克 雷 判别 法 知 两 级 数 均 收 伍 . 但 绝对 值 组 成 的 级 数 均 发 散 ,事实 上 ， 


sin27r 1 _cos2nz 
n? 2n? 2n? 


COSnz 


cos:nz_ 1 cos2nz 
之 一 
nr 


ne? 2n? 2n? 
1 、 、 < cos27t 工 、 
而 > 207 当 0<p<1 时 发 散 到 十 oo， 之 or 当 0<p<1 时 收敛 , 故 级 数 
> ome ， > Eapol 
当 0 过 p 志 1 时 均 发 散 . 因此 , 当 0<2 委 1 时 ,对 于 (0,x) 内 任 一 工 值 , 级 数 


~ COSnx sinnx 
>， cosnz, >， Sinnzx 
n? 一 nt 
n= 


sinnx 
p 


之 


全 
n 


均 为 条 件 收敛 . 当 p 志 0 时 ,两 级 数 显 然 发 散 . 
总 之 , 当 0<z<<r 时 ,两 级 数 的 (1) 绝 对 收敛 域 为 >>1;(2) 条 件 收敛 域 为 0<<2 委 1 
【2699】 对 于 级 数 


~ m1(1 十 p) (2 十 p)…(n 十 记 )》 
>，( 一 1) 
n=1 n. 7 
定 出 :(1) 绝 对 收敛 域 ;(2) 条 件 收 敛 域 . 
解 记 a = tp 2 pent p) 


n! ns 


为 研究 级 数 了 (一 1)"ia, 的 绝对 收敛 性 ,可 考虑 > um ,其 中 必 一 |( 一 Diao| 一 ao. 由 于 


n 十 ? 4 
-元 = (2) (oe) (1 2 ) (+ 二 ) 


nti] nl 


| P+ApL DO( ) i 全 十 和 9 二 也 十 O( 记 ) [i+ + 
n n n n 


n n 2n’ 
其 中 


4=[ 计 sg(q-D 一 pa+acp+D | 二 +O( 证 )， 


故 由 高 斯 判别 法 知 ; 当 9g>z 十 1 时 ， 3 ur 收敛 ,从 而 , 原 级 数 绝对 收敛 . 当然 p 王 一 1, 一 2,… 时 原 级 数 也 绝 


对 收敛 . 当 e 委 p 十 1 时 ，> yu 发 散 ,从 而 , 原 级 数 并 不 绝对 收敛 , 但 当 p<9 委 十 1 时 原 级 数 是 条 件 收敛 的 . 


下 一 1 
因为 当 n 足够 大 时 , 易 见 a 这 asti, 即 ce。 单调 下 降 . 记 一 训 +s，s 盖 0, 则 
a __ (1 十 p) (2 十 p)*… (x 十 p) 


n! ne 


取 对 数 , 有 
Ina, = y， In(1+ 2 )—(p+elnn= 六 之 + y， 0O( 言 ) 一 (ptelnn 
k=—1 k =1 k k—1 k 


=plnn+pr 二 A1t+O( 垃 ) 一 plnnelnn 一 pr 十 Ai 十 O( 广 ) 一 slam 一 oo ( 当 # 一 十 oo 时 )， 


其 中 xr 及 Al 为 茶 些 常数 ,从 而 知 lima 一 0. 由 菜 布 尼 茨 判别 法 知 2 《一 1)"” as 收敛 . 因此 , 当 p<q 委 证 1 
时 , 原 级 数 条 件 收敛 . 
当 g==p 时 ,有 ina, 二 pr 十 Al 十 O( 二 ) 一 pr 十 Ai ( 当 *~>ce 时 ), 也 即 lima, 一 e “所 关 0, 原 级 数 发 散 . 
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当 q< 姑 时 ,对 于 足够 大 的 zz 有 av<av:i ,可 见 通 项 也 不 趋 于 零 , 故 原 级 数 也 发 散 . 
总 之 ,(1) 级 数 的 绝对 收敛 域 为 gp 十 1;(2) 级 数 的 条 件 收敛 域 为 p<<q 委 加 十 1. 


[2700] 研究 级 数 > (” ) 的 收 售 性 ,其 中 (”) 一 mlm— DCm—ntl) 


ni! 


解 记 a, 一 (”), 有 


2 十 


Cn 


好 n+1 


| =| 1 十 [+ 至 +o( 吉 中 |= 1+221+O( 访 )， 


故 由 高 斯 判别 法 知 ; 当 zw 十 1 之 1 即 当 za>>0 时 ,级 数 绝对 收敛 . 当 m<0 时 ，》) |as | 发 散 . 至 于 当 m 一 0 时， 


级 数 每 一 项 为 零 , 因 此 ,级 数 显然 绝对 收敛 ， 
下 面 我 们 证 明 : 当 一 1 和 m<0 时 ,级 数 收敛 ,从 而 知 级 数 条 件 收敛 . 事实 上 , 当 n 足够 大 之 后 , 易 


见 
(7 ) 为 交 铺 级 数 .又 因 一 1<m<0, 帮 | 2 时 | <1, 它 等 价 于 lc. | <14。1, 这 表明 级 数 > 4, 的 通 项 


的 绝对 值 是 单调 减少 的 . 现在 再 证 明 limla， | 二 0. 为 此 , 取 对 数 , 有 
lnla | -=m| m(mO—1)…(m—nt+1) | 


n! 


=In| (1 “+1)(1 2 ) 1) = (1 ). 


一 严 十 1 。 _ 
由 于 当 4 十 = 时 ,ln 一 页 1, 而 >) 下 发 散 到 十 oo, 故 了 2 in (1 一 2 ) 发散 到 一 玫 ,因此 ,limlau| 
天 - 


二 0. 由 莱 布 尼 芯 判别 法 知 bp 收敛 ,从 而 ,级 数 > as 条 件 收 敛 . 
当 mw 之 一 1 时 ,由 于 级 数 的 通 项 不 趋 于 堆 ， 故 级 数 发 散 
总 之 , 当 m 之 0 时 ， > (2 ) 绝 对 收敛; 当 一 1<m<0 时 ， ( 7” ) 条 件 收敛， 


【2701】 若 级 数 p> an 收敛 是 im 鱼 一 1 , 则 可 否 断 定 级 数 > 6b 也 收敛 ?研究 例子 


2 | 


提示 与 2 名 正 项 级 数 时 可 断定 . 但 当 它们 不 一 定 都 是 正 项 级 数 时 不 能 断定 ,例如 ， 
=1 
〈 一 1) 〈 一 1)”，1 
,一 ,b= 十 一 
”wh Wi 


解 如 果 》 a, 与 了 均 为 正 项 级 数 , 则 由 > a, 收敛 可 断定 > 6 也 收敛. 但 当 2 a 与 > 6 


不 一 定 都 是 正 项 级 数 时 , 则 由 > as 的 收 化 性 不 能 断定 > b 也 收敛 . 例如 ,级 数 > 2 是 收 化 的 ,上 且 


(—1)" 1 
十 一 
A 
lm -1 
Mn 
但 级 数 
pa + 
二 n 
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2 | 0 
却 是 发 散 的 . 事实 上 , 它 是 由 收 全 级 数 > “二 “及 发 散 级 数 7 元 相 加 而 得 的 , 故 它 是 发 各 的 
【2702】 设 3) a 为 非 绝对 收敛 的 级 数 ， 


cai | 十 ai |ai | 一 ai 
卫 , 一 < 2 + N, 之 2 9 


证 明 :limPe 一 1 
.NN, 
证 首先 注意 , 非 绝 对 收敛 即 条 件 收敛 . 若 级 数 发 散 , 本 命题 不 一 定 成 立 . 例如 , 取 a; =1, 则 limp* 一 0; 
若 a; 二 1( 当 1 二 1(mod2) 时 ) 或 4 一 一 方 ( 当 i 二 0C(mod2) 时 ) ,此 时 将 有 lim 人 "一 二 ,等 等 


当 级 数 了 1 a 条 件 收敛 时 ,有 


从 而 , 即 得 lim 人 "一 1 


)n+i 


【2703】 证 明 , 对 于 每 一 个 p>0, 级 数 了 一 史 的 和 是 在 二 与 1 之 间 ， 
证 首先 ,由 于 此 级 数 的 前 2n 项 的 和 
1 1 1 ] 1 
Sa (1 )+ (3 ) tt rr 7 | 
中 的 每 一 个 括号 内 的 数 大 于 零 , 故 {Sz} 是 一 个 单调 递增 的 数列 . 又 因 
1 1 1 1 1 1 1 
Sm 71 (去 部) (到 到 ) 一 … [| Ca77<1， 
故 {Sz,} 是 以 1 为 上 界 的 数列 ， 从 而 知 limSs, 存 在 且 不 超过 1. 
由 于 此 级 数 当 如 之 0 时 是 收敛 的 , 故 对 于 数列 { Sz, } , 它 的 极限 与 级 数 的 和 相等 , 即 


Si CD lims,<1 (p>0) 
(对 于 p 一 1, 此 级 数 的 和 为 In2) 
其 次 ,我 们 证 明 此 和 不 小 于 去 , 仍 考虑 前 2 项 的 部 分 和 So , 则 有 Su 一 1 一 十 十 So。 ,其 中 


< 1 1 a p 
Se > | ry aly7 | 2 IT 


k=2 


这 里 0< 2<1 (二 2,3,…,n). 由 于 pp 之 0 以 及 
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1 


(k=2,3,""), 


1 
p> 
(2k—1+O ?+1 (2k)?T! 


& < 1 " dx 11_ _ bf 1 1 

即 得 。 Sm 之 2 Cn 之 天 > 下 | zm 2 | za zz 可 

娄 一 2 

1 1 1 1 1 1 p 

=- 到 -站 + 过 ”元 “(1 )= 3 +A 
此 处 
一 1 .1 py oll co 由 
4 一 元 1 证 (1 n ) 0( 去 ) ( 当 n 一 co 时 ). 


于 是 ,对 任 给 的 e>>0, 存 在 正 整 数 No ,使 当 * 之 Ne 时 ,有 |A,|<e. 这 时 有 


1 1 


Sz 一 1 一 刻 +Sw 之 1 一 p72 
但 当 户 >0 时 ,1 一 序 十 到 > 语 ,这 这 是 因为 2 十 六 之 2, 故 得 
1 1 1 
> 或 topr> a 
从 而 ,Sz 之 二 一 6, 故 收敛 级 数 > 导 D 的 和 
5 limSa 之 3 E. 
由 e>0 的 任意 性 , 即 得 5 之 方 . 综 上 所 述 , 方 <<S<1 
【2704】 证 明 ; 若 把 级 数 
1 1 1,.1 
1 Ft 1+ 


的 各 项 重新 安排 ,使 依次 p 个 正 项 的 一 组 与 依次 g 个 


证 ” 按 题 意 ,我 们 要 证 
1 
2 户 一 


1 1 
2 1 2p41I 


1 十 言 十 … 十 
首先 ,我 们 有 


1 


十 … 


负 项 的 一 组 相交 替 , 则 新 级 数 的 和 为 ln2 十 二 ln 


1 
4p—1 


1 
2g 十 2 


.ln2 十 3 ln 


十 2. 
qa 


HH =1 十 工 十 工 十 .…… 十 工 一 Ian 十 C 二 es ， 
2 3 


其 中 CC 为 欧 拉 常数 ,而 e 为 无 穷 小 量 , 由 此 即 得 


1 ,1 1_1,_1 
2 tat tom 2H"™3 


1 1 _ 
lst"ti™ 


于 是 , 若 把 级 数 (1) 的 p 项 或 g 
Su 一 1 十 可 十 … 十 


1 
Ha— 5H 


1 
2 


1 
区 二 


2p—1 


一 1 
二 In2 十 2 jn Zn— 17 
其 中 ww 一 0, a 一 0( 当 nc0); 又 因 Sn 


lim S;, 一 limSz+ 一 1 一 


站 -oo 


从 而 ,级 数 (1) 的 和 为 In2 十 于 下 才 . 
【2705】 证 明 : 若 改 变调 和 级 数 


一 In2 十 方 Ink 十 导 十 ea 一 
项 的 数 串 组 合 起 来 ,考虑 


_ 1 
2p+1 


lnm 十 > C+ cm， 


1 
2 。 


1 1 


+ Tn 1o 3a—1 pt 


十 十 … 十 


元 2 有 十 mw 一 In2 十 言 In 志 十 of， 


一 9 十 A ( 当 noo 时) ; 故 


2 
志 Tn a 十 ln2. 


户 


1 
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(1) 


2np—1 


1 二 + 了 二 二 十, 


2 
部 分 项 的 符号 ,使 得 户 个 正 项 之 后 跟随 着 9 个 负 项 (pp 尖 9) ,但 不 变更 原来 的 顺序 , 则 此 级 数 仍 是 发 散 的 . 仅 
当 一 9 时 得 到 收敛 级 数 . 
证 车 p 关 9g, 不 妨 设 p 之 gq, 记 
1 1 1 1 
TNT piaktptil ~ (pi+a)k+ptg 


由 于 其 中 正 项 的 项 数 比 负 项 的 项 数 为 多 , 且 所 有 正 项 中 任 一 项 均 比 任 一 负 值 的 绝对 值 为 大 , 故 有 


>CHFORFI>0 (k= 1,2,."). 


oo 


但 2， Tk 发 数 ， , 故 > ax 发 散 . 从 而 比较 一 下 即 知 所 得 级 数 发 散 ( 若 p<g 同 理 可 证 ). 
1 


名 pq' 记 hpitipTat "+ 


i (k=0,1,2,.…), 


考虑 pe . 显然 扩 之 0, 康 >>psi(E 一 0,1,2,…), 且 义 一 0( 当 Aco 时 ), 故 由 鞠 布 尼 茨 判别 法 知 级 数 


k=0 


(一 1)'6, 收 伍 . 易 见 所 得 级 数 与 级 数 > (一 1)'6; 同时 收敛 或 同时 发 散 . 因此 , 当 p=g 时 ,所 得 级 数 收 全 . 


$3. 级 数 的 运算 
级 数 的 和 与 积 ”我们 定义 : 
(1) Sy) an 士 5S) b, 一 >) (a tb,); 


式 中  c 一 ap 十 az 二 “十 a,b1. 


若 级 数 > wa 和 > 六 二 者 收 敏 , 则 等 式 (1) 并 非 仅 有 形式 上 的 意义 ;至 于 等 式 (2), 则 要 求 级 数 


2) ao. 和 >， 饭 二 者 收敛 ,并 且 其 中 最 少 有 一 个 是 绝对 收敛 的 . 


下 一 1 


【2706】 若 两 个 级 数 ,(1) 一 个 收敛 ,而 另 一 个 发 散 ;(2) 两 个 都 发 散 , 则 关于 这 两 个 级 数 的 和 可 下 何 种 
断言 ? 


提示 《〈1) 一 定 发 散 ， (2) 可 以 收 唐 ,也 可 以 发 散 .例如 ,a 一 (一 1)"， bb 一 (一 "及 a, 一 如 一 二. 
解 (1) 一 定 发 散 . 因为 ) a, 收敛 ，》' b, 发 散 ,如 果 其 和 y c, 收 化 , 则 将 有 
n=1 n=1 n=1 
也 收敛 ,得 出 矛盾 . 于 是 ,此 时 两 级 数 的 和 一 定 发 散 . 
(2) 可 以 收 钱 ,也 可 以 发 散 . 例如: 


OO 
(Ci 设 = 一直 , 则 = 之. 显 见 ,级 数 > 2 ,3 6 均 发 散 . 
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_ De 

[2707】 求 二 级 数 的 和 : 2 | 训 + ?|+ > [+] 
n=] n 

提示 “显然 收效 , 且 和 为 过. 


解 ” 两 级 数 显然 是 收敛 的 . 因此 ,它们 的 和 也 是 收敛 的 . 逐 项 相 加 , 即 可 求 得 两 级 数 的 和 为 


S 4 _4.,.. 1 _2 
一 3271 3? _1 3“ 
1 1 3 


求 下 列 级 数 的 和 : 


本 1 《一 1 入 
【2708]】 [ 译 + 。 
ER 
解 ”此 级 数 是 由 两 收敛 级 数 逐 项 相 加 而 得 的 ,因此 , 它 是 收敛 的 , 且 其 和 为 


"1 < (一 1)” 1 1 1 1 3 
忆 冯 + 2 3 2 1 T+(-3) 到 


-了 


【2709】 5 一 二 
n= 


解 题 思路 ”级 数 显 然 绝 对 收 钱 ,上 且 其 和 为 


2nx 2nn 2nn 2nnx 
Ee cos -3 oO 3 COS 一 3 
5= >， —;; 1=D) 一 一 十 >) 一 站 十 >， 1， 
n=0 2 n€ 41 2 n€ Ay 2 n€ 43 
其 中 : Ai= {nln=3k, k=0,1,2,..}, 
A:s= {nin=3k 二 1, k=0,1,2,.…}， 
As= {nln=3k+2, k=0,1,2,.… }. 
以 上 这 样 计算 是 合理 的 . 
解 ” 原 级 数 显然 绝对 收敛 , 记 其 和 为 5, 则 有 


设 将 n= 二 0,1,2,… 分 成 三 类 ，; 
Al= {nln=3k, k=0,1,2,.…},， 
A:s= {nln=3k 二 1, k=0,],2,..…}， 
A;= {njn=3k 二 2, &=0,1,2,.…},， 


工 zt 
x 3 cos 3 cos -3 C 3 =、1 ~ cos 3 = cos(r 十 到) 
则 FD + + = > 记 十 + > 


ox 1 可 
一 [+ 去 cos 等 + 玄 cos(x+ 竺 ) | 


Cn 
a 
i 
ko 
CD 
a 
Nl 
© 
[Se 
EE 
Ca 
一 
A 
二 
> 


n+1 


【27103 > 六 Czryl<l). 
1 一 站 


解 题 思路 仿 2709 题 ,有 


234+2 
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[对 2 卫 ] [81 [2 [li 
2 > [zly zy 7 + rly i, 
n= nE A 


其 中 :A 二 {n|n 二 2k, k= 二 0,1,2,* 


nE A 


,As= {nln=2k 二 1, &=0,1,2,.}. 
解 设 将 n= 二 0,1,2,… 分 成 二 类 ， 


Al= {nln=2k, &=0,1,2,.…},， 


As= {nln=2k 二 1., k=0,1,2,.")， 
则 
2 rly [ 且 ] Ta] 5 xty* 十 > ryttl, 
n= nmE AI sR, A 和 
显然 上 式 右 端 两 级 数 当 |zy| 到 


绝对 收敛 ， 故 原 级 数 收敛 , 且 其 和 》 


>》 es (xy) :+y > (zy 六 一 (1 十 y) (zy 一 了 十 
nn 一 0 丰 


= l—zxy 
1 ~ = 
【2711】 证 明 : 六 > 一 1. 
证 此 两 级 数 30 及 了, 均 绝对 收 伍 , 其 中 
1 _ (一 1) 
tn b, nl! 9 
故 可 写成 
an >) b, 3 a So, 1 十 >，cv， 
其 中 
2 afl CD 1~< 本 ! 加 ， 
co [二 . | 寺 滨 区 1) | 机 G 一 1 
(2 一 1,2， 
从 而 知 
1 < (一 1) 
> 可 之 I 一 1 十 之 cn 一] 
当然 ,由 e 的 定义 知 _ 
1 (一 D” 
和 2 
从 而 ,就 可 以 直接 计算 得 
"1 (一 1)"” 四 
2 n! nl! ” 1. 
【2712】 证 明 ; (yo ) = >) (十 1)g (jg|<i). 
证 由 1g| 过 1 知 级 数 》) g' 绝对 收 伍 , 故 可 写成 (Yo ) = 3》 6, 其 中 
二 > (gg ')=g" y， 1 一 (nz 十 1)9” (2 一 0,1.2，…). 
(P20) 一 2 (2 十 1) gq. 
【2713】 证 明 ;收敛 级 数 3》 (一 三 全 也 一 的 平方 是 发 散 级 数 . 
一 了 n 
证 “如 果 此 级 数 的 平方 收敛 , 则 可 写 其 积 为 > c, 即 ( 2 守 半 一 ) 一 6, 其中 
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1 (二 1) ( 三) 二 DD (1 1 


1 Vn V2 vn—l | VE wV7 一 & 十 1 Vn 1 


1 1 1 1] 
一 nl 十 十 … 十 二 … 十 _ 
(一 和 V2 ， wm 一 1 Vk*» Vn—kt+l 万 二) 


(一 1 
由 于 括号 中 的 每 一 项 都 大 于 二”. 故 |c, |>>1, 这 与 级 数 > c 收敛 相 矛 盾 . 因此 ,级 数 ( > 一 二 一 ) 发 散 . 


-1 


x ) ”只 要 证 让 (nn 一 上 十 1)< 之 n? 或 一 nk 十 一 之 0. 由 于 


+ 


3A2 —4k 
2 ， 


4 


ns 一 7 十 久 : 一 到 (x 


故 只 要 证 3 如 一 公 之 0. 但 3 始 一 急 一 3k(k 一 广 ) ,可见 对 于 二 2,3,"… 上 式 成 立 .至 于 当 上 二 1] 时 ,显然 有 


1 (mn 一 1 十 1 二 n 志 坟 或 一 一 之 一 .因而 不 等 式 色 Cn 一 上 十 1) 过 磺 成 立 ， 
lVn 7 
【2714】 证 明 : 下 面 二 级 数 
的 
对 一 (a>0) 及 > (80) 
n=1] n=] 
的 积 当 a 十 8 之 1 时 是 收敛 级 数 , 而 当 a 十 8 过 1 时 是 发 散 级 数 . 
证 沁 
”eo _ 、 
之 me > ] 一 2 ce, (a>0, B>0). 
按 乘法 法 则 应 有 
加 (一 1 (1) 1] ，，， 1  ， 
“>|[ 四 | (7 2 Ri 
| 
一 1 一 on 
其 中 a， 2 Fi (一 1,2.…)， 


(1) 当 a 十 8 和 1 时 ,有 


] 1 1 1 1 1 ” dt 
中 之 > Foto n 2 (有 一 2 十 17)3 (去 “ 之 之 必修 | 218 


” 。 J 
js 立 ) lei ) 可 ( 2 
-一 Do 。 1 1 1- (a 
2 a(! pn . 
于 是 , 当 a 二 81 时, d, 一 oo( 当 nn 一 2 时 ); 当 a 十 8 二 1 时 ,d, 宇 2*。 10， 即 当 a 十 8 筷 1 时 ,d， 


-8 
不 趋 于 零 ( 当 neo 时 ) ,从 而 知 2》) co 一 》) (一 1)”1d, 为 发 散 级 数 . 
(2) 当 a 十 8>>1 时 ,有 


i 1 1 
dv 2 i (ni 1)8s 2 i sit 之 1 r= 2 十 二 ， 


LE 


I 子 3 


一 1 1 1 1 这 中 
其 中 >)， 和 Foti ry) 之 "(ay (+| fe ) 


=0( 评 )+0 人 “ 本 和 ) 一 On ?十 On eT ). 


同 理 有 2), 和 OG) 十 OO 8). 


由 于 xc>0，p8>0,， 1 一 (a 十 PB) 过 0, 故 有 心 趋 于 零 : 
dOl(n “)+O FO HP) 0 (Bn>H). 


记 2》) 6 的 部 分 和 为 ,二 避 十 cz 十 … 十 c,， 考虑 原 两 级 数 的 部 分 和 
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= 一 ke 
今 考察 下 列 差 数 和 
4 一 4,B, 一 S, 一 (> m ) (> CP) Ss, 
iT1 
一 (> SY)(2 Cp) -了 了 (! :2 人 =) 
l&i, jn 
2n—1 


s 
i 三 #1 


为 估计 上 述 差 数 各 项 ,可 看 下 列 乘 法 表 ( 图 5. 1). 4,B, 表示 下 列 乘 法 表 正 方形 各 交点 上 乘积 的 全 部 
和 ,而 S, 表示 下 列 乘法 表 对 角 线 左上 角 各 交点 上 乘积 项 ( 圆 点 号 处 的 乘积 项 ) 的 总 和 . 于 是 , 剩 下 的 差 数 实 
指 下 列 乘法 表 对 角 线 的 右 下 部 分 各 交点 处 乘积 项 ( 打 X 号 处 的 乘积 项 ) 的 总 和 . 


CD CD CD”™! 


a 


图 5.1 
于 是 ,有 
-CD [SS 
CD 高 ( 计 - 计 + ) +i( 训 -在 + 二 二 一 )+…+ 页 (让) 
因此 ,得 
[= 方 ( 玄 - 训 + ) (下 ++ 训 ( 坟 ) 
< 市" 让 +6 训 +…+ 南 "六 
1 1 
a 本 
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由 前 已 证 : 当 w 十 pg>>1 时 ，d, 一 0 ( 当 m>co 时 )， 故 有 A. >0( 当 ?一 co 时 ). 于 是 ， 

limS, = lim( A.B, —A,) = limA, * limB, -(> CP) (> CR ), 
eno 
>» oe 全 也 一 (o>0) 与 级 数 > C2 全 了 一 (p>0) 的 积 >» 为 收敛 级 数 . 


【271S】 验证 下 面 二 发 散 级 数 


的 积 是 绝对 收敛 级 数 . - 
ee 
其 中 四 | 
Ui=1,wuz 3 w=—( 3 ) wm 一 一 (全 《2 一 人 ， 


(a) [aa ji 这 ) (3 ) (2 +)+…+[ 一 ( 主 )”](z+ 去 ) 
+[-(3) |] 


3 4. 函数 项 级 数 
1” 收 伍 域 ”使 函数 项 级 数 
(ZT) 十 wa (XT) 十 下 十 ws 《Xx) 十 …: (1) 
收敛 的 z 值 的 集合 匡 叫做 此 级 数 的 收敛 域 ,而 函数 
S(7) = lim S) u(x) (rEX) 
称 为 级 数 的 和 . 
2” 一致 收 钱 性 ”对 于 函数 序列 


fi Cr) ,fa Cr) ss falr) ,ee (1’) 
若 : 1) 存在 极限 函数 


f(z)=limf, (rx) (rEX); 
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2) 对 于 任何 的 数 se>0, 可 以 确定 N= N(e), 使 得 当 n>>N 和 xE€X 时 ， 
|1f(x)— fx) |<e 
成 立 , 则 称 此 函数 序列 在 集合 XX 上 一 致 收 化 . 
当 序 列 (1 ) 一 致 收敛 于 f(x) 时 ,我 们 使 用 记号 f(x) 字 了 f(z). 
车 函数 项 级 数 (1) 的 部 分 和 序列 ;: 


SCz) 一 > ulr) (n=1,2,°) 


i=1 


在 集合 X 上 一 致 收 伍 , 则 称 级 数 (1) 在 此 集合 上 一 致 站 笋 ， 
3"” 柯 西 准则 级 数 (1) 在 集合 X 上 一 致 收 伍 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 每 一 个 e 汪 0, 都 存在 数 N= N(e)， 
使 得 当 n>>N 和 记 >>0 时 ,不 等 式 


ntp 
[Srp (2)—S, C7)|= | 2) u(x) | < 
1 一 十 1 


对 一 切 xEX 都 成 立 . 
4” 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ”对 于 级 数 (1) , 若 存 在 收敛 的 数 项 级 数 
cl 十 cz 十 …… 十 cv 十 …， (2) 
使 得 对 于 xE 和 下 列 不 等 式 都 成 立 ， 
[wu Cx) [Re (2 一 1,2，……)， 
则 级 数 (1) 在 集合 X 上 绝对 并 一 致 收敛 . 


5"” 阿 贝尔 判别 法 ” 若 :1) 级 数 》' a(z) 在 集合 X 上 一 致 收敛;2) 函 数 乌 (z)(n 一 1,2,…) 全 体 是 有 界 
的 并 对 每 一 个 z 组 成 一 单调 序列 , 则 级 数 


C3 


Dy) a Cx)b, Cx) (3) 


n=1 


在 集合 X 上 一 致 收敛 . 
6” 狄 利克 雷 判 别 法 ” 若 :1) 级 数 2,， av(z) 的 部 分 和 全 体 是 有 界 的 ;2) 序 列 5b,(x)(n 一 1,2,…) 对 于 每 


一 个 z 都 是 单调 的 ,并 且 当 zce 时 在 X 上 一 致 地 趋 于 零 , 则 级 数 (3) 在 集合 X 上 一 致 收敛 . 
7” 函 数 项 级 数 的 性 质 1) 以 连续 函数 为 项 的 一 致 收敛 级 数 的 和 是 连续 函数 . 
2) 车 函数 项 级 数 (1) 在 每 一 个 区 间 [a,8]C (a,6) 上 一 致 收 合 且 有 有 限 的 极限 limu, (x) 一 A (2 一 1,2， 


…), 则 ; | ) 级 数 1 A, 收敛 ,i1 ) 成 立 等 式 


lim{ 2) wu (7)} 一 > [lim wu, (x) J]. 
3) 若 收敛 级 数 (1) 的 各 项 当 <z<b 时 皆 连 续 可 微 , 并 且 导 数 的 级 数 3 un(X) 在 区 间 (a,5) 内 一 致 收 
”=1 
敛 , 则 
[> ww(z)] = Sy us (x). 


4) 车 级 数 (1) 的 各 项 连续 ,并 且 此 级 数 在 有 限 区 间 (a,5) 内 一 致 收敛 , 则 
[ D3 us (XT) } dz 一 也 [ un (x) dz (4) 


n=1 


a0 


一 般 说 来 ,车 当 noo 时 Ru(z)dz->0, 这 里 R(z) 一 > wkz) , 则 公式 (4) 成 立 .最 后 这 个 条 件 也 适 
合 于 积分 限 是 无 穷 大 的 情况 . 
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定 出 下 列 函数 项 级 数 的 绝对 收敛 域 和 条 件 收敛 域 . 


n 一 n 
2 一 之) ny". 
ey -1 
全 


车 


i 
显然 上 式 右 端 级 数 的 收敛 半径 为 1. 因此 , 仅 当 |y| 一 | 二 | 二 1 即 lx| 之 1 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 


(一 1)" /lr 
一 27 一】 (3) 


(—1)” 


【2717】 


解 WE Bw | 即 (1 一 x)? 之 (1 十 x)? 或 xz>0 时 ,级 数 绝对 收敛 . 


(—1)”+! 
2m 十 1 
当 zx 一 0 时 , 原 级 数 为 > 5 , 显 见 它 为 条 件 收敛, 当 z<<0 时 , 原 级 数 通 项 不 趋 于 零 , 故 发 散 . 


n 工 ” 
C218 2 41(T1) 
提示 仿 2717 题 的 解法 . 


解 ” 由 于 lim ntl 一 1 故 仅 当 | 元 和 | <1 即 民 <4z* 十 4z 十 1 或 


n 二 1 
n 二 2 
(37z 二 1)(zx+1)>0 
时 ,级 数 绝对 收敛 . 解 不 等 式 (1) ,得 
xz> 一 可 或 xz< 必 一 1 


即 为 所 求 的 绝对 收敛 域 . 当 xz 一 一 也 或 7 二 一 1 时 , 原 级 数 通 项 不 趋 于 零 , 故 发 散 . 


1. 3...(2n—1) 2x_\” 
[L2719] 2 ~ (I) 


=1 


、 oe 27 
解 题 思 路 ” 仿 2717 题 , 仅 当 | 3 


当 x 一 一 1 时 ,利用 2689 题 的 结果 , 当 x 二 1 时 ， 仍 利用 同 题 的 结果 ， 


<1 或 1z1 天 1 时 ,级 数 绝对 收 伍 ， 


解 ”由 于 
(2n— 1! 
Wn 1 ,24+ 
lm eat lm 2ati 1， 
C2nt2)11 
放 仅 当 | [2 | <1 时 ,级 数 绝对 收 策 . 解 此 不 等 式 ， 


4z2<<1 十 2z2 十 ZL， (rr:—1)’>0, 
即 |xl 关 1. 于 是 , 当 |zx| 关 1 时 ,级 数 绝 对 收敛 . 


当 z= 一 1 时 , 原 级 数 为 (一 1)" “人 9 和 | ,由 2689 题 的 结果 知 它 是 条 件 收敛 的 . 


当 z 一 1 时 , 原 级 数 为 》 So 总 于 , 仍 由 同 题 的 结果 知 它 是 发 散 的 . 
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a 
【2720】 > 3 Xx" (1 x)"., 


用 一 】 2" 
解 ” 由 于 
Nn 3 
Ii 2" 一 1i 2n _2 
ni Cn 1) am me 32Cnt1) 9， 
故 仅 当 |z(1 一 1 到 半 时 ,级 数 绝对 收敛. 解 此 不 等 式 ; 
2 2 
9 <<Cz(I 一 过 )<< 9 
于 是 ,x 的 值 应 为 x: 一 z> 一 村 <0 及 心 一 z 十 卫 >0 的 公共 部 分 ,也 即 一 33ty 17 及 z> 子 


或 z< 可 的 公共 部 分 ,合并 得 


此 即 级 数 的 绝对 收敛 域 . 
当 在 此 二 区 间 的 端点 时 ,级 数 显然 发 散 . 


[2721] 5 Ss. 


n 


4 二] 


解 ” 由 于 
2 
. n’ _ .1 1\*_1 
lm Jim 去 (1 十 亢 ) 2 ， 
nt1) 


故 仅 当 |sinz| 过 去 时 ,级 数 绝对 收敛 , 解 之 ,得 


1z 一 多 [< 全 (一 0, 土 1, 圭 2,…). 
当 |z 一 hx| 一 吾 时 ,由 绝对 值 组 成 的 级 数 为 2， 点, 它 是 收敛 的 . 


因此 , 当 |x 一 kx 入 语 (k 一 0, 土 1, 士 2,…) 时 ,级 数 绝对 收敛 . 
(—1)" 

(rt)? 

解 ” 当 p>1 及 x 关 k(4 二 一 1, 一 2,…) 时 ,级 数 显 然 绝对 收敛 . 

当 0 过 p 所 1 及 X 关 kk 二 一 1, 一 2,…) 时 ,级 数 条 件 收敛. 

当 pp 所 0 时 ,级 数 发 散 . 


~ Pei 
[2723] >) Te (9>0; 0<xr<m)， 
1 


了 2722】 


nA 


解 由 于 
1 


| sinzz| 二 n? sinnx 
~ mp 9 


2n" ? 1 十 7 

帮 当 g 一 p 之 1 即 g 之 p 十 1 时 ,级 数 绝对 收 伍 ;而 当 gp 十 1 时 ,由 绝对 值 组 成 的 级 数 发 散 ( 理 由 可 参看 2698 
题 的 题解 ). 

当 p<gq&p 十 1 时 ,由 于 对 0<<x<<x 内 任 一 固定 的 zx，》) sinkx 有 界 , 且 二 一 -5 ~0( 当 n>oo 时 )， 


故 级 数 收敛 . 
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当 gp 时 ,级 数 显然 发 散 . 
总 之 , 当 gq 之 p 十 1 时 ,级 数 绝对 收敛 ;而 当 p<g 所 p 十 1 时 ,级 数 条 件 收敛 . 


[2724] > ( 兰 伯 特 级 数 ). 
本 可 | 


解 ” 考 虑 级 数 (1) 5 一 与 (2) > x 
当 |x| 过 1 时 ,级 数 (2) 绝 对 收 全 .和 根据 阿 贝 尔 判 别 法 ， 以 单调 递减 且 有 下 界 的 因子 了 一 Tm 乘 此 级 数 的 对 
应 项 所 得 的 级 数 


和 
也 收敛 , 且 为 绝对 收敛 . 
辣 理 ,再 以 单调 递减 且 有 界 的 因子 x" 乘 级 数 (3) 的 对 应 项 所 得 的 级 数 > 1 仍然 收入， 且 为 绝对 


收敛 . 由 于 


故 原 级 数 当 |x| 二 1 时 绝对 收敛 . 
当 |x| 二 1 时 ,级 数 (1) 显 然 无 意义 . 
当 |zl>1 时 ,级 数 (2) 显 然 发 散 . 下 证 级 数 (1) 也 发 散 . 若 不 然 , 当 |x| 汪 1 时 ,由 级 数 


x” 1 
2 
1 
收敛 ,再 根据 阿 贝尔 判别 法 ,我们 就 会 推出 级 数 2 ee 从 而 会 得 出 
性 
1 
_ ， ( 圭 ) - 
-| 一 1 
| 


也 收敛 ,这 是 错误 的 . 因此 , 当 |zx| 守 1 时 ,级 数 (1) 发 散 . 
ensy DLS 


n=1 


解 记 a.=| 2 到 | -me(1 二 三 ) , 则 当 |zl>1 时 ,显然 w-> 十 co ( 当 m=co 时 ), 故 级 数 发 散 . 当 


|zr| 王 1 时 ,la 一 ei 天 0( 当 ncoz= 一 士 1 时 ), 故 级 数 也 发 散 . 当 |zl<1 时 ,由 于 
lim YTa] im (Iz! 。 + 译 | )=1zl<1, 


故 级 数 绝对 收敛 . 
[2726] >) 于 


解 记 o,== 了 子 jw, 则 当 |z|<<1 时 ,有 |a,| 志 |z1", 而 >) 1zl" 收 伊 , 故 当 |z| 过 1 时 , 原 级 数 绝对 收敛 


当 |zj 一 1 时 ,|a。 | 一 去 它 不 趋 于 零 ， 故 原 级 数 发 散 . 


1 EE 
当 |[z| 之 1 时 , 原 级 数 可 写 为 bp (a) 
1+( 壹 ) 


去 .由 于 | 过 | 一 1, 再 根据 上 面 的 讨论 , 故 原 级 数 绝对 收 伍 ， 
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总 之 . 当 |7| 关 1 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 


站 


区 


> (1 二 (十 (十 


【2727】 


, 则 当 |z|<1 时 ,有 


、 
解 记 “% 一 0 下 D) 


Lim Le jm | | 
or es 十 


一 |z|<1， 


故 级 数 绝对 收敛 
当 |x| 之 1 时 ,级 数 可 写 为 


(1) 


六 -5 , 
守 和 (1) 
oe 中 (有 一 下 》 


其 中 级 数 2 ( 工 ) ” 当 |z|>1 即 | 二 | <1 时 绝对 收 化 .与 1x| 二 1 的 情况 一 样 ,得 知 级 数 (1) 当 |z|>>1 


当 z= 一 1 时 , 通 项 无 意义 .但 当 z 一 1 时 , 原 级 数 的 通 项 a, 一 让 ,显然 级 数 收 全 
总 之 , 当 z 天 一 1 时 , 原 级 数 绝对 收 敏 . 

【2728]】 六 ne ™. 

解 由 于 


r 


. (nn 二 Tl)e "D7 _ 
Me 和 
， 7 


li 


nr 


1€@ ™ 


故 当 z>0 时 ,e “<<1, 级 数 绝对 收 全 ,而 当 x 二 0 时 ,级 数 可 写 为 》) nn, 显 然 发 散 , 又 当 zx<0 时 ,e-* 之 1, 级 
数 发 散 . 


【2729】 > 5 TF 

解 记 we 7 0, 则 当 r=0 时 ,一 区 > 了 一 十, 故 原 级 数 发 艇 

当 zx 天 0 时 : 

GD) 当 lal>1 时 ,有 0<w< 志 -二 (站 ) :由 > 去 (证 ) 的 收敛 性 即 知 , 原 级 数 绝对 收 全 
(2) 当 le|<1 时 ,有 lw 证 二 -天 >i 训 于 , 故 原 级 数 发 散 


[2730] DD) (2 一 z)(2 一 三 )(2 一 zx 于)…(2 一 xz) (zr>0). 
m 一 ] 


解 记 ww=(2 一 z)(2 一 z 寺 )…(2 一 zx) 

(1) 当 z= 一 2 时 ,显然 w 一 0(n 一 1,2,…), 故 级 数 绝对 收敛 ， 

(2) 当 z 天 2 时 ,注意 z>>0, 故 有 zyr->1( 当 六 >co). 因 此 , 当 交 足够 大 时 ,oa, 不 变 号 ,从 而 ,车 S) an 收 
伍 , 则 必 绝对 收敛 今 用 拉 比 判别 法 ,有 


1 1 

. ， xz 一 1) (za 1 

limn ( < 1)=1 2 = .一 一 

a a sn 2 + 而 lim 1 n 二 1 二 Inx， 
n 


十 1 
故 当 Inz>1 即 rz>e 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 当 x<e 时 , 原 级 数 发 散 , 而 当 z=e 时 ,此 时 有 (考虑 当 n 足够 大 时 ) 
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4- -一 一 =-1+( 时 一 0 十 O((e 一 1 )， 
dn 2 一 er 1 一 (er 一 1]) 


但 四 一 1 一 二 二 O( 记 ) , 故 得 


2 二 一 1 十 ; +0( 去 )， 


按 高 斯 判别 法 . 原 级 数 发 散 . 
总 之 , 当 X=2 及 当 x>e 时 , 原 级 数 绝对 收敛 


【2731] > 人 


解 ”对 于 任意 的 zx, 只 要 ”足够 大 ,该 项 就 为 正 . 因此 , 它 可 以 看 成 正 项 级 数 . 由 于 
(nT zx)" 


十 了 n 
、 n” ， 并 
lim =lim (1 + ) 一 er ， 
HN 1 no n 


I 


n 


故 利用 正 项 级 数 的 判别 法 知 当 x 之 1 时 ,级 数 收敛 , 且 为 绝对 收敛 ; 当 z 委 1 时 ,级 数 发 散 . 


[2732] TY (Cr>0, y>0). 
全 十? 


解 若 z<1l, 将 原 级 数 写成 


3 
n 


区 


T(E) 


由 于 0< 一 了 王宫 ,而 2 x" 当 |z|<1 时 收敛 , 故 原 级 数 绝对 收敛 . 
一 n=1 
1+ (2 ) 
同 理 , 当 y<1 时 , 故 级 数 绝对 收敛 . 


总 之 , 当 0 二 min(x,y) 达 1 时 , 原 级 数 绝 对 收敛 . 


[2733] _ (yy>0). 
2 "TY > 


解 ” 记 a 二 (y 之 0). 


年 六 3 
(1) 当 |z| 过 1 时 , 易 见 as| 志 |zx|” (xn 二 1,2,…). 由 >， | 工 1" 的 收 化 性 知 原 级 数 绝对 收敛 . 


(2) 当 z=1 时 ,( 1 车 y>1, 则 由 as | 一 ;于 三 ( 广 ) , 易 见 原 级 数 绝对 收敛 ,Ci ) 若 0 过 y<1, 由 于 


全 一 一 1 ( 当 mco 时 ), 易 见 原 级 数 发 散 . 
一 NTy 
n 


(3) 当 z= 一 1 时 ,(1) 著 y>1, 由 |a,| 一 汪 ;过 ( 方 ) (n==1,2,…), 易 见 原 级 数 绝对 收 合 . (i) 车 


y 
(—1)" 
好 十 入 


0<y 扫 1, 由 oa, 一 (2 一 1,2,…), 易 见 原 级 数 条 件 收敛 ， 


(4) 当 |zjl 六 1 时 ,( |i) 车 ?一 0, 则 由 wu 一 并 (za 一 1,2， -), 易 见 原 级 数 发 散 . (ii ) 若 y> 盖 0, 则 当 
| 地 | 


| 这 | <1 即 lzl<y 时 ,有 lw1= 攻 所 一 | 于 | , 故 原 级 数 绝对 收 钱 . 当 | 三 | >1 时 , 若 y>1, 有 1a, | 一 

El Tt (wo 时 )1 着 0<y<1, 有 Ie,1>; 本 + ( 当 mreo 时 ), 故 当 | 三 |>1 时 ， 
1 十 六 

原 级 数 发 散 . 
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总 之 ; 当 |z| 达 1, 0 过 y 过 十 oo; 当 |zx|=1, y 之 1 及 当 |x| 之 1, |x| 过 y 时 , 原 级 数 绝对 收 化. 当 z 一 一 1， 
0 委 y 委 1 时 , 原 级 数 条 件 收敛 . 
【2734】 5D) Vizl ”二 ly|”. 
n=1 


提示 注意 


下 rn | | 12 ， 
ACE) (saxd i ) * [maxC zl ,yl)] 


及 lim Va 一 max(|x|,|y|). 
解 ” 由 于 


/Iz ” |y| ” " 
“+lyl” -A/ (二 站 |y|) 7 ) (DTD) Cmax lz ,1»1)) 

及 lim Va 一 max(|x|,|y|), 故 当 max(|zx|,|y|) 过 1 时 ,级 数 绝 对 收敛 ; 当 max(|x|,|y|) 之 1 时, 级 数 发 

散 ; 当 max(|zx|,|y|)==1 时 ,由 于 a 一 1( 当 nn 一 00), 故 级 数 发 散 . 


【2735】 2 2 (z>0). 


nn 二 1 


解 (1) 当 0<z<l 时 ,此 级 数 可 与 级 数 >) 筷 相 比 ,它们 具有 相同 的 剑 散 性 .事实 上 lim 
且 这 两 个 级 数 均 为 正 项 级 数 . 对 于 正 项 级 数 


Indtz)_) 
zx” M 


六 


(1) 


> 
ja 5 6 收敛 , 且 为 绝对 收敛. 因此 ,级 数 (1) 
下 n=1] 
绝对 收敛 ,从 而 , 原 级 数 也 是 绝对 收敛 的 . 
(2) 当 z=1 时 ,级 数 为 3 J92 于 是 , 当 y>1 时 收 伍 ,是 为 绝对 收 敏 ; 当 y<1 时 发 散 . 
(3) 当 z>1 呈 , 原 级 数 的 通 项 可 写成 


mz(I+ 去 ) "(ts) 


3 一 1 


ln(1 十 z") 


n>” nY n 
由 上 式 右 端 第 一 项 所 组 成 的 级 数 当 ?> 一 1>1 即 y>2 时 收敛 ,而 当 y 志 2 时 发 散 . 由 上 式 右 端 第 二 项 所 组 成 
的 级 数 ,利用 0 一 二 二 1 及 最 初 讨论 的 结果 . 得 知 它 对 任意 的 y 值 均 收敛 . 因此 , 原 级 数 当 z>1，y>2 时 收 
敛 , 且 为 绝对 收敛 . | 
总 之 , 当 0 入 Xx 过 1, 一 ceo< ?< 十 co; 当 zz 一 1，y>1 及 当 z>>1，y 盖 2 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 
[2736] 5 tam"(z 十 学 ). 


n=1 


解 ”由 于 


n> 


limA/ | ran (zx 二 六) | 一 ltanz| ， 
故 当 |z 一 如 | 到 于 (其 中 人 为 整数 时 ),|tanz|<<1, 从 而 级 数 绝对 收敛 . 而 当 |z 一 hx| 宇 子 时 ,由 于 tam” (x 十 之 ) 
一 co , 故 级 数 发 散 . 

【2737】 证 明 : 若 洛 凑 级 数 了 asx" 当 z 一 zi 和 xz 已 (| 二 |<<1zsD) 时 收 敏 , 则 此 级 数 当 | zi | 二 |z| 
二 1zs| 时 也 收 化 


证 明 思 路 注意 级 数 DP eat, DE XI", De XI 及 > a-nX2” 均 收 化， 由 此 只 要 证 明 级 数 
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5) az” 及 > a-_sX "的 收敛 性 ( 当 |zi | 三 |x| 二 |xz1). 


n=0 n=1 


证 ”由 于 洛 朗 级 数 当 z 一 zx 和 x 二 x 时 收敛 , 故 级 数 
(1) Dax, (2) DY a ziv， (3) Dl azy, (4) > ya ri" 
? 
均 收 策 . 于 是 ,由 (3) 知 , 当 | zj 一 |zs | 时 ,级 数 3) ax" 政策 .由 (2) 知 , 当 | 二 | < 去 | 即 当 1 1<1zil 时 ， 


级 数 3 a_ ,xz “收敛 .因而 , 当 |zi | 二 |z| 二 [x | 时 ,级 数 六 与 忆 .er… 均 收 全 ,也 即 2) eo” 


收敛 . 
【2738】 求治 朗 级 数 > zf x" 的 收敛 域 并 求 它 的 和 ， 


n= 一 


n —n 
并 。 
pa 


解 ” 考 虑 级 数 (1) 2 po (2) 之 
显然 仅 当 | zl 一 2 时 ,级 数 (1) 收 敛 ; 仅 当 |z| 之 六 时 ,级 数 (2) 收 伊 ,因此 , 当 于 <|z|<2 时 , 原 级 数 收敛， 
当 广 <|z1<2 时 , 记 级 数 (1) 的 和 为 S. (zx) ,级 数 (2) 的 和 为 S$。 (zx). 显然 有 


- 1 
S- (n= 一 总 训 -Ss- (二 ). 


今 求 S+ (x). 注意 当 方 三 1z1<2 时 ,级 数 了 ) 号 zx"，》) 充 x" 均 收 化 ,上 且 有 
n= 1 


n=1 n= n= 1 m=】 n= 1 
In ,Lx 1 _ 工 工 
五 多 r+ 均一 3 (2 十 3， 
下 一 1 一 一 
2 
并 2 。 
一 2 
得 S; (站 一 -一 = 二 从 而 , S_ (xz) z 


故 当 广 之 |z|<2 时 ,有 


1 | 6z(z: 一 ]1) 


< nn 4 1 
2 3 53- (7) +S- (7) 27| ty (2z 一 1]) | (2 一 xz)2(027 一 1)2 


了 一- 


【2739】 求 牛顿 级 数 的 绝对 收敛 域 与 条 件 收敛 域 : 
sd x"] 本 袜 1 x 一 (ex)"y."! 
Do (2) 2 DD » 
其 中 z 中 9 一 z(z 一 1)…[z 一 (2 一 1)]. 
解 (1) 由 2700 题 的 结果 知 , 当 x 之 0 时 ,级 数 绝 对 收 伍 ; 当 一 1<z<<0 时 ,级 数 条 件 收敛 . 
《2) 由 于 
Z 四 一 Z(z 一 1)…[z 一 (一 1)=( 一 1 一 1 一 z)(n 一 2 一 zw(2 一 z)(1 一 并 
三 一 (一 1)!i(n 十 四 (x 一 1 十 让 (3 十 人 (2 十 四 (十)， 
其 中 :一 一 (1 十 zx), 故 原 级 数 可 以 改写 为 
加 bp C11 QD QHO nt 
n=1 


nln? 


利用 2699 题 的 结果 知 ; 当 p 之 i 十 1 即 p 过 一 + 时 , 原 级 数 绝对 收 伍 . 当然 , 当 x 一 0,1,2,… 时 , 原 级 数 也 绝对 
收 合 . 当 i 过 p 志 十 1 即 一 (1 二 zz)<p 委 一 过 时 , 原 级 数 条 件 收敛 . 
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na,[n] 
(3) 令 (一 一 (1 十 妨 , 则 有 和 ”一 (一 1D)"(1 十 已 (2 十 口 …(2 十 切记 4 显然 , 当 z 为 任意 数 ， 


3 一 0,1,2,… 时 ,as 一 0(0z=1,2,…). 于 是 ， >) ao 绝对 收敛 . 研究 一 下 ?天 & (k 一 0,1,2,…) 的 情形 ,有 
n=] 


a 十 1 ?二 1 1 和 
2 5 上 (1+ n ) ny 去 OT+ n ) 


(i) 当 |x|< 之 1 时 ,由 于 


2 十 1 


1 1\"1_ 1 
| (+ 一 ) ] = 证 >1， 


elxz| 


故此 时 级 数 了 1 a, 绝对 收 化 


( 诈 ) 当 |xz| 之 1 且 充分 大 时 ,有 |a,| 二 asi1|, 故 a>0, 从 而 , 原 级 数 2 an 发 散 . 
( 痢 》 当 |x| 二 1( 考 虑 足够 大 时 ), 有 

_ n+l 1 1 \ 

ntl. 1 (1+1) 


-J 1)]=1- +o( 二 ) 


于 是 , 1) 当 y> 方 时 ,由 高 斯 判别 法 知 , 此 时 级 数 绝对 收敛 . 2) 当 y< 广 时 ， > |a, | 发散 . 但 当 1y|< 方 
时 ,有 


Gn 


Untl 


+(y- 豆 ) 


人 =- -二 [+《+o( 去 ) |， 
antl x n n 
其 中 0<p<1. 显然 , 当 x 二 一 1 时 ,as 不 变 号 ,因此 ,可 看 成 正 项 级 数 , 且 
2 =1+ 女 +O( 广 )， 


Qntl 


由 高 斯 判别 法 知 ,此 时 级 数 》) av 发 散 ; 当 x=1 时 ， 2 a, 为 交错 级 数 , 且 当 n 足够 大 时 ， 


Qn 


=1 二 如 +O( 评 )>1， 


Qntl 


也 即 |a, | 单调 下 降 . 此 外 ,还 有 
1—y 2 一 >...2 一 1 一 > 。 1 ely| ,0 
n n n 


e 
las|=|y| (1—y)(2— y(n—1 7 ely| 加 


(n—o00), 
申 莱 布 尼 芯 判别 法 知 , 当 zx 一 1， 1y|< 方 时 ,级 数 > " 条件 收敛 . 

总 之 , 当 :(1)1z|<1， y 为 任意 数 ;(2)1z| 一 1,y>> 方 ;(3)z 为 任意 数 ,y 二 0,1,2,… 时 , 原 级 数 绝对 收 
伊 . 当 zx 一 1,1y| 过 去 时 , 原 级 数 条 件 收 售 . 


【2740】 证 明 ; 若 狄 利克 雷 级 数 2 各 当 z=zo 收敛, 则 此 级 数 当 x 之 x。 时 也 收敛 . 


证 明 思 路 注 志 站 和 -> (名 。 a 
证 名 = > (名 .与 ). 由 于 级 数 2 名 


据 阿 贝尔 判别 法 即 知 : 当 xz> z 时 ,级 数 》) 经 收 剑 . 
【2741】 证明: 序列 f,(z)(n 二 1,2,…) 在 集合 上 一 致 收 全 于 极限 函数 (zx) 的 充分 必要 条 件 是 


收 合 , 并 且 二 -= 直 当 7z 志 xo 时 单调 下 降 趋 于 零 , 故 根 
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lm (gp) 0 
式 中 yy(7z)=|1f(7) 一 f(x)1. 
提示 。， 利 用 一 至 收敛 的 定义 即 获 证 . 
证 ” 先 证 必要 性 . 
由 于 广 (z) 在 集合 X 上 一 致 收敛 于 F(z) , 故 对 任 给 的 es>0, 总 存在 NCe)>0, 使 当 x>> Ne) 时 ,对 于 集 
合 X 上 的 一 切 z 值 , 均 有 
[f(x)— fx) |<e. 
因此 , 当 n>>N(e) 时 ,有 ,Sup {7 CZ) } 委 es, 从 而 ， lim { sup yn (7) }=0. 
再 证 充分 性 . 
由 于 lim ( supy, (x)} 一 0, 故 对 任 给 的 e 汪 0, 总 存在 N(e) 汪 0, 使 当 n>>N(e) 时 ,有 
四 Sup, [fn (7) ~ f(x) |<e. 
于 是 ,对 于 集合 X 上 的 一 切 z 值 ,只 要 当 ”>>NCe) 时 ,就 有 
|fi (x) — f(x) |<e. 
因此 ,f, (x) 在 集合 X 上 一 致 收 伍 于 f(x). 
2742】 序列 户 (z)(a=1,2,…).(1) 在 区 间 (zo, 十 ceo) 上 收敛 ;(2) 在 每 一 个 有 限 的 区 间 (a,5)C(Cxo， 
十 ceo) 上 一 致 收敛 ;(3) 在 区 间 (zo ,十 co) 上 一 致 收敛 ,这 分 别 是 什么 意思 ? 
解 (1) 对 于 任意 的 s>0 及 任意 的 ze<z< 十 ce ,都 存在 一 个 正 整 数 N= NGCe,z) ,使 得 当 n>>N 时 , 恒 
有 
| 六 Cz) 一 Cz)|1<e， 
则 称 序列 f(z) 在 区 间 (xo ,十 co) 上 收敛 .要 注意 的 是 , N 不 仅 与 < 有 关 , 而 且 与 值 x 有 关 ， 
(2) 对 每 一 个 (a,6)Clzo ,十 oo) ,如 果 对 于 任 给 的 se>0, 存 在 一 个 N 王 NGCs,ayp) ,使 当 x> 六 时 ,对 于 
(a,b) 内 的 一 切 z 值 , 均 有 
[f(x)— fx) |<e, 
则 称 f, (x) 在 (a,5) 上 一 致 收 钱 . 
(3) 如 果 对 于 任 给 的 e 汪 0, 都 存在 正 整数 N= 二 N(e)(N(e) 仅 与 a 有关 ) ,使 当 n 汪 N 时 ,对 所 有 的 xo < 过 x 
之 十 co, 均 有 
| f(x)— f(x)|<e, 
则 称 六 (zxz) 在 (zeo, 十 co) 上 一 致 收敛 . 
【2743】 对 于 序列 
万 (zr) 一 z (一 1,2…) (0<<z<1) 
求 出 人 NMe,z)， 使 从 这 项 起 序列 的 项 在 已 知 点 工 与 极限 函数 的 差 不 超 过 0. 001, 设 = 


1 1 
TO -此 序列 在 已 知 区 间 (0,1) ? 
10， -而 ri 序列 在 已 知 区 间 内 是 否 一 致 收 钱 ? 
解 ” 显 见 极限 函 数 为 零 .于 是 ,考虑 
[|x"—0|<=e, 
其 中 。 一 0.001. 当 0<z<1 时 ,上 式 即 z*<e 或 x> 医 , 故 最 小 序号 为 N= 译 |. 
Bz lgx 
wl _ __l m ww _l 
当 工 1 时 ， 六 3; 当 工 J N=-6; …; 当 z wr N 3m:; 


下 面 研 究 此 序列 在 (0,1) 内 的 一 致 收 伍 性 . 由 于 当 + 趋 于 1 时 ,lgz 趋 于 零 , 故 


网 (0<e<1，z->1 一 0)， 


即 ] 芭 无 限 增加 . 因此 ,不 可 能 找到 一 个 公共 的 NC 它 仅 与 。 有 关 ) 值 ,使 当 w>N 时 ,对 于 (0,1) 内 的 一 切 x 
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值 , 均 有 z"<e, 因 此 ,序列 
fx)=r" (2 一 1 2) (0<x<1) 


在 区 间 (0,1) 内 不 一 致 收 伍 . 
【2744] 应 当 取 级 数 > ， 一 5 的 多 少 项 方 可 使 部 分 和 S,(z) 当 一 co<x< 十 co 时 与 级 数 的 和 之 状 


小 于 e? 对 于 下 列 。 值 ,给 出 具体 的 计算 结果 ， 
(1) e=0.1; (2)e=0.01l; (3) e 一 0.001. 


解 ” 易 证 此 级 数 收敛 , 记 其 和 为 


_ sinnz 
SCz) 一 和 n(n 十 1) 


如 果 取 ， 值 ,其 部 分 和 为 S,(z) 一 > i ink 要 使 其 误差 Au(z) 一 1S(z) 一 S,(z)1 小 于 e 问 项 数 为 车 


干 ? 可 用 下 列 估计 法 : 
sinkx 
> klk+1) 


二 一 中 二 | 


~ N ~N 
sinkx |sinkgz| . 1 
m >) >) lim >》 -一 
ETD | Si 2 RTD AD 2 KET 


hntl Ne 


A, (x)= 


/1l 1 、_ ，. 1 1 
=lim ( 友 1 人 AT) 2 十 IT 


若 令 二 <e, 也 即 当 n> 二 一 1 时 就 有 A, (zx) 过 e. 记 No=|[ 十 ] , 则 当 
zx>[ 工 |+{( 二 ) 1=N,— (1 {三 》 
时 , 即 有 4,(z)<e, 其 中 ( 二) 表示 二 的 零头 部 分 .也 即 可 取 


n= No, Not1,Not2,.: 
均 有 4,(z)<e. 所 取 的 项 数 Ne 与。 的 关系 , 按 题 设 数值 ,可 有 


E (1)0.1 {2)0.01 (3)0. 001 

No 10 100 1000 

【2745】” 对 怎样 的 ， er— >, 天 | < 一 0.001 (0 志 x 志 10) 能 保证 成 立 ? 
{171 

解 ” 由 泰勒 公式 ,有 


DE | > 到 | 一 i io 
其 中 0<b<1. 要 4.(z)<0.001, 只 要 [TDTT 10"r < 055 也 即 要 求 ,使 e 10"”*<(n 十 1)1. 为 此 ,两 边 取 
对 数 , 有 
10 十 (zx 十 4)ln10<< 3 Ink= p,. (1) 


r+l 
注意 到 户 > [ lntdt 二 (n 十 1)ln(n 十 1) 一 n. 车 能 有 


(nn 二 DiInCn 十 1) 省 n(1 十 lIn10) 十 10 十 41n10， (2) 
就 可 保证 (1) 式 成 立 , 从 而 ,4.(Cz)<0.001. 为 解 (2) 中 的 ,可 用 估算 法 ,例如 , 当 n==39 时 ,(2) 式 就 成 立 , 故 


对 于 nn 取 39, 即 取 39 项 时 彰 


研究 序列 在 所 给 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


(2) 0 委 x 委 1， 


一》 于 | 一 0.001 (0< xz 和 10)， 
i 


[2746] 广 (z) 一 悦 ， (1) 0<z< 广 ; 
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提示 CD) 一 致 收 笋 于 过 ,2) 收 各 而 不 一 致 收 绩 . 了 0<a << 广 及 一 访 (不论 ”多 大 ) 即 可 证 不 一 至 收 状 
解 (1) 当 0<x< 育 时 ,limf/,(z) 一 0==/(z). 任 给 e>0, 由 于 
| 
[fo 一 fz)1=|zl" 所 (地 )， 


m 工 


1 
ln 一 
故 要 使 | f, (x) 一 f(x) |<e, 只 要 玄 <e, 即 只 要 n> 到 N=| I | , 则 当 n 宇 N 时 ,对 于 [0, 却 ] 上 的 一 


切 工 值 , 均 有 


| 廊 (z 一 Ac 一 | 亡 (z 一 01<e. 
因此 ,f,(z) 一 x 在 [0, 序 ] 上 一 致 收敛 于 零 . 


1， 7Z 一 ]， 


0， 0 过 zx 过 1, 


(天)-/( 才 )| -= 主 > 
因此 , 广 (z) 在 [0,1] 上 收敛 而 不 一 致 收敛 

【2747】 f(x)=x" mx!; OCrSl. 

解 当 zx=0 或 1 时 ,f(x)=0; 当 0<x<1 时 ,limf《x) 一 0. 因 此, 当 0<x&1 时 ,limf,(x) 一 0= 
A(x), 并 有 


取 e 使 0<eo<< 去 ,不 论 多 么 大 ,只 要 取 x 一 去 ,就 有 


(2) /n=lmf, n=| 沪 


| PCz) 一 rz) 一 必 一 zz 一 g(z)， 


_ 


由 于 gz) 一 ze i[n 一 (n 十 1)xj, 故 若 令 g(x)= 二 0, 即 求 得 xz 一 二 显然 , 当 0<z<rT 时 ,8 (7z) 之 0; 当 


a1<*<1 时 ,g (x) 过 0, 故 g(x) 在 7 二 -了 - 达 到 [0,1] 上 的 最 大 值 . 于 是 ,对 于 0 志 x 志 1, 有 


gn<( Hi) (1 二 (二 ) 寺 i< 寺 1 


任 给 e>0, 要 使 | f, (x) 一 f(x) |<e, 只 要 -于 7<e' 即 只 要 n> 二 取 N 一 [二 J], 则 当 n>N 时 ,对 于 [0,1] 上 
的 一 切 值 , 均 有 


[fxr)— fx) [= | f(x)—0|<e. 
因此 ,f(zx) 在 L0,1] 上 一 致 收敛 于 零 ， 
【2748】〗 f(r)=r mr 0 委 z 委 1. 


提示 “收效 而 不 一 致 收效 取 0<-e<< 本 及 一 近 (不 沦 nn 多大) 即 可 证 不 一 致 收 化 . 


解 当 0 志 zx 志 1 时 ,limf, (xz)=0= f(x), 并 有 
[fi Cr — fr) |=r Or. 


路 = 使 0<e < 二, 不论" 多 么 大 ,只 要 取 x 一 壤 , 就 有 


1 1 _1 
fs ( 却 )- 作 却 ) | ee: 
因此 , 广 (z) 在 [0,1] 上 收敛 而 不 一 致 收敛 . 

[2749】 六 (Cz) 一 


1 
TF 0 之 7 之 十 co, 
提示 ”利用 一 致 收 伊 的 定义 ,可 知 f,《XT) 在 (0, 十 co) 上 一 致 收 你 于 零 . 
解 当 0<z< 十 co 时 ,lim 太 (z) 一 0 一 7z)， 并 有 
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1 1 
[fs Cz)— fr) TF 


nn 


任 给 e>>0, 要 使 | f, (7x) 一 f(x) | < 一 e, 只 要 二 一 e, 即 只 要 > . 取 N=[ ], 则 当 n>N 时 ,对 于 x 之 0 的 一 


切 z 值 , 均 有 


[fox)— fx)|= | f(r) —0|<e. 
因此 ,f(x) 在 (0, 十 %) 内 一 致 收 钱 于 零 . 


nx 


1 十 2 十 并 
提示 “利用 一 致 收 敏 的 定义 ,可 知 广 (z) 在 [0,1j 上 一 致 收敛 于 工 . 
解 ” 当 0 志 zr 志 1 时 ,limf,(x) 二 x 二 f(z), 并 有 


72 工 z+ 2 2 
1 f(T flr)| 1] 十 nn 十 x | 1FnFr ati™ 1“ 


[2750】 f(x)= ; 0 委 z 委 1. 


任 给 e 汪 0, 要 使 | f(z) 一 f(zx)| 过 e, 只 要 n> 三. 取 N=[ 二 ], 则 当 n>N 时 ,对 于 [0,1] 上 的 - 切 x 值 , 均 有 


if C(x)— fx)|=|f, (x) — x|<e. 
因此 , 广 (z) 在 [0,1] 上 一 致 收 伍 于 >. 


【27sS1]】 f,(x)= (1) 0 委 z 委 1 一 se (2) 1 一 e 委 7z 委 1 十 se (3) 1 十 e 所 7 过 十 wo, 其 中 e 守 0. 


_ 和 
1 二 x 
解 (1) 当 0 过 x+ 坟 1 一 e 时 ,limf,(x)= 二 0 二 f(x), 并 有 


rx” 


1 二 x” 


1f.(z)— f(x)|= <(l—e)". 


任 给 。 >0, 要 使 107) 一 f(z) 之 e ,只 要 (1 一 e)" 之 e, 即 只 要 n> 一 一, 取 N=[ 一 8 ], 则 当心 N 
jg(1 一 e) lg(1 一 se) 


时 ,对 于 [0,1 一 e] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 | f(x) 一 f(z)|< 过 e .因此 ,A(Cz) 在 [0,1 一 s] 上 一 致 收敛 于 零 ， 
0， 1 一 esEz<1， 


(2) f(7) = limf, (x) = 去 ， 7 一 1， 
1， 1<z 委 1 十 e. 


取 s 使 0<es 过 方 ,不 论 n 多 么 大 ,只 要 取 + 一直" 就 有 


过 
1 六 CoD 一 fmD1= 二 > 


因此 , 广 (z) 在 [1 一 s, 1 十 e] 上 收敛 而 不 一 致 收敛 ， 
(3) 当 1+e<x< 十 wo 时 ,limf,(z)=1 一 f(x), 并 有 


一 -~-_ 1 1 
1 fs Cx) f(D TTT Te 
1 1 
1 lg 坟 lg 坟 
给 e 盖 0, 要 使 | f(r) 一 了/ 只 要 一 -一 <e , 即 只 . 一 , 则 当 ?> 
任 给 >0, 要 使 | f(r) 一 /7)|<e ,只 要 站 Se ， 即 要 n> 下 入 -| Bd | 则 当 2>N 


时 ,对 于 x 之 1 十 e 的 一 切 x 值 , 均 有 
[fi Cn)— flr) =| fr) —1|<e. 
因此 , 放 (z) 在 L1+e, 十 cc) 上 一 致 收敛 于 数 1. 


2nr 
1 十 ?2 zz 


【2752] 六 (z) 一 (1)0 生 xz 委 1; (2)1<.r<< 十 cc， 


解 (1) 当 0 过 xz 志 1 时 ， limf.(x)=0= f(x). 取 eo 使 0 二 eo 二 1, 不 论 nn 多 么 大 ,只 要 取 x 一 二 ,就 有 
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(二 )-z( 二) |=1>e. 
因此 ,f(z) 在 [0,1J 上 不 一 致 收敛 . 
(2) 当 1<zx<+oo 时 ,limfa(7)=0= f(z), 并 有 


2 2nzx 2 
[f(D— fT) 


nr nn 


任 给 e 汪 0, 要 使 | f(x) 一 f(x) | 过 ze, 只 要 n> 三 取 N= [二 ], 则 当 n>>NN 时 ,对 于 x 六 1 的 一 切 z 值 , 均 有 
| f(x) 一 f(x) | 过 e. 因此 ,f(z) 在 (1, 十 2) 上 一 致 收敛 . 


[2753] f(x)=. /+ 十 ; 一 co<z<< 十 co. 


解 ” 当 一 2 二 + 过 十 吕 时 ,limf,(z)= 二 |zx|= 二 f(z), 并 有 


1 一 了 2) | 二- 一 一 一 < 守 = 却 . 


任 给 e 汪 0, 要 使 | f(x) 一 f(x) | 过 e, 只 要 4 之 十. 取 N 一 [十 ], 则 当 n>N 时 ,对 于 一 切实 数 z, 均 有 
| f(x)— f(x) |<e. 因此 ,f(z) 在 (一 2, 十 co) 上 一 致 收 钱 . 


[2754] fC)=n( /z+ 三 一 人 | ; 0 一 z< 十 co. 


解 ” 当 0<z< 十 co 时 ， 


et- 


lim 六 (站 一 lim 一 一 二 一 一 = 一 -= /f(z). 


若 取 xz 一 二 , 则 有 
六 (全 )-7( 人 二)|=| (一 左 )- 一 上 
| Ee 


Vn 1 
2 一 1 一 方 一 =— > 
| -i 2(V2 十 1)? 1 


当 充分 大 时 , 它 就 可 以 大 于 指定 的 6@ 二 0. 因此 , 户 (z) 在 (0, 十 ce) 上 收敛 而 不 一 致 收敛. 


sinnx 


[2755] (1) f,(z)= ; 一 co<z< 十 coi (2) f(x) =sin 村; —co<zx<+o0., 


提示 (1) 一 至 收敛 . (2) 收 将 而 不 一 致 收效. 取 0<<eo<<1 及 z 一 到 (不 论 n 多 大 ) 即 可 证 不 一 致 收 全 . 
解 (1) 当 一 < 之 xz 过 十 oo 时 ,limf, (7x) 二 0= 了 f(x), 并 有 


[fx)— fz) 一]aanzl< 二 . 


n 
任 给 e 汪 0, 要 使 | f, (zx) 一 f(x) | 过 e, 只 要 n> 地. 取 N=[ 二 ], 则 当 n>>NN 时 ,对 于 一 切实 数 z, 均 有 


[f(x)— f(z) | <e. 
因此 , 户 (z) 在 (一 co ,十 cc) 上 一致 收 伍 . 


(2) 当 一 <z<< 十 时 ,limf(z)= 二 0 二 f(z). 取 使 0<eo<1, 不 论 n 多 么 大 ,只 要 取 x 二 他 ,就 有 
I.( 树 ) 一 f( 苔 ) | =1>e. 
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因此 , 户 (z) 在 (一 co ,十 cc) 上 收 和 敛 而 不 一 致 收敛 . 
【2756】 (1) A(z) 一 arctanrzi 0<z<< 十 coi (2) f(x) = xarctannz; 0<<z<< 十 cc. 


解 (1) 当 0<z<< 十 co 时 ,limarctannz 一 了 一 了 (z). 取 eo 使 0<e 王 二, 不论” 多么 大 ,只 要 取 工 一 
1 、 
元, 就 有 


arctanl 一 玛 | 一 >e 。 


1 1 
(二 )-/( 圭 )|= 
因此 , f(x) 在 (0, 十 co) 上 收敛 而 不 一 致 收敛 . 

(2) 当 0<z< 十 co 时 ,limf(z) 一 也 x 一 f(x), 并 有 


nT 1 1 
arctannz— | 二 x| 一 arctan 一 | 委 z ， 一 
2 nz nz 


[fz)— f(z)|=7x 


= 工 
n 


任 给 e>0, 要 使 | ,Cz) 一 fz)1 过 e, 只 要 n> 十 . 取 N=[ 二 ], 则 当 n>N 时 ,对 于 zx>0 的 一 切 x 值 , 均 有 


|f. (x) — fx) |<e. 
因此 , 六 (z) 在 (0, 十 cc) 上 一 致 收敛 . 
2757Y F(Cz) 一 er 0<z<1. 


提示 。 显 见 f(z) 在 (0,1) 上 收 化 ,但 车 取 0<eo<e™! ,不 论 才 多 大 ,只 要 取 x 一 1 一 小 , 即 可 知 (x) 在 
(0,1) 上 不 一 至 收效 . 
解 当 0 过 zx 过 1 时 ,fim 所 (zx) 二 0= f(z). 取 6 使 0<eo 二 e! ,不 论 n 多 么 大 ,只 要 取 z 一 1 一 二 ,就 有 


£1) -0d) | ete. 
因此 ,f(zx) 在 (0,1) 上 收敛 而 不 一 致 收敛 . 


[2758] f, (x)=e Ce ; (1) 一 上 <z< ,其 中 ;7 为 任意 的 正 数 ;(2) 一 cc<z< 十 co. 
解 (1) 当 一 (<z<< 7 时 ,limA(z) 一 0 一 rz)， 并 有 ( 当 z>>[ 门 时 ) 


| 户 (Cz) — f(z) | 一 em Se 0? , 


任 给 e>0( 可 设 se<1) ,要 使 | (x) 一 了 7) | 过 ey 只 要 n>[ 且 e "人 ?<<e, 即 只 要 nn 之 1 十 In 十 . 取 N= 
[3 


诺 
[t+ 地 ], 风 当 n>N 时 ,对 于 (一 1,D 上 的 一 切 x 值 , 均 有 
€ 


[fn (x)— f(z)|<e. 
因此 ,f(z) 在 (一 1, 儿 上 一 致 收敛 . 
(2) 当 一 co<z< 十 oo 时 ,limf,(x)=0= f(z). 取 so 使 0 过 so 过 1 ,不 论 n 多么 大 ,只 要 取 x 二 n, 就 有 


[ff nm|=1>e. 
因此 , 广 (z) 在 (一 c2 ,十 ce) 上 收敛 而 不 一 致 收敛， 


[2759] 记 (z) = 二 jn 二 ;0<z<1， 
解 ” 当 0 一 z<1! 时 ,lim 二 一 0. 又 limtlnt 一 0, 故 
limfa(z)=0=/(7). If.(z) -f(z)|= | 到 In 亏 | . 
任 给 e>0. 由 于 limtlnz 一 0, 故 存在 8 一 8(e)>>0, 使 当 0<t<6 时 , 恒 有 |tint|<e. 取 N=[ 地 ], 则 当 n>>N 时 ， 


二 <8, 从 而 对 一 切 0<z<1, 都 有 0<< 王 <8, 故 
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f(D- 1= |EmE | < 
因此 ,f(z) 在 (0,1) 上 一 致 收敛 . 
【2760〗 f.(z)= (1+ 王 ) ; (1D 在 有 限 的 区 间 (a,6) 上 ;C2) 在 区 间 ( 一 oo, 二 oo) 上 . 
解 (1) 当 a<zx<6b 时 ， 
limf(z)=lim( (1+E)” ) =e=/f(z). 
记 c 二 max{|al ,151}). 由 泰勒 公式 知 


1 3 
A .1 ，， |. 


其 中 o<o<1,| 笃 | < 二 ， iz | 志 c, 故 
zz 1 
Inf, (zx)=x 若 +O( 去 ): 
于 是 , 易 知 


了 2 工 2 
f(z)=er +o) “| 素 +O( 李 )| 
取 适 当 大 的 Ni , 则 当 n>>Ni 时 ,就 有 


x 1 C2 ec 
友 +O( 去 ) < 到 (a<zx<b). 


[fs Cr)— f(rx)|=er 


任 给 e>0, 要 使 |f《z) 一 f(z)1<es 只 要 n>Ni, 且 >. 取 N 一 max(Ni,| 后]), 则 当 w>N 时 ,对 于 


E 


(a,5b) 上 的 一 切 z 值 , 均 有 
[f(x)— f(r) |<e. 


因此 ,f(z) 在 (a,5) 上 一 致 收敛 . 
.不 论 n 多么 大 ,只 要 取 x 二 nn, 就 有 


(2) [f(z)— fz)1= | (1+ 三 ) —e 


ID 一 FDI=2| (号 ) 一 1]， 
它 趋 于 十 ce ,不 可 能 小 于 任 给 的 e>0. 因 此 ,万 (z) 在 (一 ce, 十 cc) 上 收敛 而 不 一 致 收敛 


[2761Y /(z) 一 xz 一 D);， 1 及 zx 和 ua. 
解 ” 当 1 委 z 委 < 时 ， 


1 
lim f(z) = lim < linz= f(z), 


n 


并 有 


[fi C0)— fa) = nr oD)—nintlt+ Cz —1)]| 


ma(z 二 一 1) 一 mx 一 DD 十 到 (x7 一 1)? 二 nO(Czrt 一 1)3) 


1 
2 


3 


-1 /zl 
工 


2n 
n 


其 中 A>0 为 常数 ,上 述 不 等 式 可 在 适当 大 的 Ni 取 定 后 当 z>Ni 时 成 立 , 显然 对 任 给 的 e>0, 存 在 Nz ,使 


当 n>N; 时 ,ne +A 。 方 <e, 于 是 , 取 N 王 max(Ni,N), 则 当 z>>N 时 ,对 于 [1,a] 上 的 一 切 过 值 , 均 有 


n 


) +o( 坟 )< +a . 


|f. (x)— fx)|<e. 
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因此 ,f(x) 在 [1,aj 上 一 致 收敛 . 


[2762] f(x)= Vitr; 0 委 z 委 2. 

， 加 1， 0 委 z 魏 1， 
解 fDi < 
(1) 当 0 委 z 委 1 时 ， 


1f, C0)— f= Vitr —1l 


< 1 


一 nl 2 二 2 1 <—; 
(1 十 Zz) 十 (1 十 Zz) 二 十 十 (1 十 xz")n 十 1 天 
(2) 当 1<z 委 2 时 ， 
If Co)—f (r=| VITx" ~—z| 


1 1 一 1 
(1+z) rt) 2 


1f,(z) 一 f(z)1< 十 . 


任 给 e 汪 0, 要 使 | f(x) 一 f(z)| 过 e, 只 要 n> 二 取 N=[ 二 ], 则 当 mm 六 时 ,对 于 [0,2] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 


| A(z) 一 zxz)| <<e. 
因此 , 广 (z) 在 [0,2] 上 一 致 收敛. 


[2763] 
nr, o<z< 二 ， 
FnD=4z(2 -站 ， 工 <z< 二 ， 
n n n 
2 
0， 之 字 ! 


在 闭 区 间 0 和 zxz 委 1 上 . 
解 ” 当 z 一 0 时 , 广 (z) 一 0, 因 而 lim 记 (0) 一 0. 


当 z 关 0 时 ,在 [0,1 上 ,z>0. 对 于 任 给 的 e>0, 取 适当 大 的 正 整 数 N> 二 ,使 凋 <<x, 则 当 w>N 时 ,有 

二 一生 二 z 于 是 , 广 (z) 一 0. 因 此 , 当 0<z<1l 时 ， 
limf(x)=0= f(x). 

取 s 使 0<e<<1, 不 论 "多么 大 ,只 要 取 zx 一 方 ,就 有 

1 1 
(去 )-/(z) 
因此 ,f(z) 在 [0,1] 上 收 合 而 不 一 致 收 伊 

【2764】 设 f(x) 为 定义 于 闭 区 间 [a,6] 上 的 任意 西数 , 且 


f. (= Le) (n=1,2,.). 


证 明 ; 当 mn 一 oo 时 ,f(D 人 f(r) (axeb). 
证 由 于 
f(z)— fCz) = 二 |[nf (x)]—nf(z) <, 


故 对 任 给 的 e 守 0, 车 取 N=[ 二 ], 则 当 n>>N 时 ,对 于 一 切 x€ [a,j, 均 有 
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[f(x)— f(r)|<e. 


因此 ,f(zx) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 f(x). 
[2765】 设 函 数 f(x) 在 区 间 (a,b) 内 有 连续 的 导数 (zx), 且 


f=n| f(zti) /fn |]. 
证 明 ; 在 闭 区 间 a 志 x+ 志 8 上 (其 中 a<a<p<),f,(x) 他 f(x). 
证 ”考虑 [a ,8 ,其 中 4a<a < 过 a<B<pB <b. 由 于 f(x) (n 充分 大 ) 在 [oe ,8] 上 有 连续 导数 ,由 微分 学 中 
值 公式 ,得 
fC =a[ f(zti) fr |=nf’ (z+). 亡 =f (z+te) (0<b< 
又 因 f(x) 在 [a ,Bj 上 连续 ,所 以 f(xz) 在 [a ,8 ] 上 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 e 之 0, 存 在 8 一 8(e) 盖 0, 使 对 于 
[a ,8] 上 的 任意 点 x 及 zx” ,只 要 当 |x 一 x|<8 时 ,就 有 |f (x ) 一 f(x)|<<e. 今 取 N=[]+1= Ne), 


则 当 n>N 时 ,有 十 三 坷 < 于 是 ,对 [a,B] 上 的 一 切 z 值 ,只 要 N 足够 大 ,就 可 保证 与 + 十 也 均 属于 
[a',8 .于 是 ,对 于 [a,B] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 
Df D1= | (+) | <e 
因此 ,f(z) 在 [a,B8] 上 一 致 收 化 于 f(z). 
[2766】 设 所 (DD 总 十 1(z+ 坪 ) ,其 中 六) 为 (一 c, 十 co) 上 的 连续 函数 .证明 ,序列 f(z) 在 


任何 有 限 闭 区 间 [a,b] 上 一 致 收敛 . 
证 记 f(z) 的 极限 函数 为 F(x), 则 


FC = limf,(z)— 三 f(D d= bp f(D d= 之 (z+ 十 和 ) 

(0 i=0,1, en 1). 
由 于 f(x) 在 La,b 十 1] 上 连续 , 故 它 在 [a,b 十 1] 上 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 6 二 6(e) 汪 0, 使 对 于 
[a,5 十 1] 上 的 任意 点 x 及 zx” ,内 要 当 |x 一 xz|< 过 8 时 ,就 有 | f(z) 一 f(x ) | 过 e. 今 取 N= [ 计 ] 十 1, 则 当 
n>N, a 蒜 X 太 5 时 ,有 


) (z+ 三 )| < 二 < 方 <s 


N 


z 十 二 E [ab 十 1]，z 十 二 十 色 E [ab 十 ]] (Ci 一 0)1， 一 1). 
于 是 ， 
|IF(z)— f(z) | 2 十 |/(z+ 去 + 各)-/(z+ 去 ) |< 2» 一 。 e 一 二 * ne=&€. 
因此 ,f(z) 在 La,51] 上 一 致 收 钙 于 f(x). 
研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


【2767】 >，xz"; (1) 在 区 间 |z|<g 内 ,此 处 g9<1,(2) 在 区 间 |z|<1 内 . 


解 (1) 由 于 |z1<w 及 > 7 收 敏 (0<g<1), 放 由 瑶 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 ,级 数 yz 在 |z|<q<1 
内 绝对 并 一 致 收 敏 . 
(2) Su(z)= 》) r= 


k=0 


1—zx"t! 


1 工 一 工 


- 当 |zl<1 时 ,有 


7 


- 1 
SGCZ) = limS, (zx) 一 


1 ,» 
到 使 0<eo< 取 ,不论 多 么 大 ,只 要 取 < 一 5 万, 就 有 
1 
1 1 2 1 
s.( 光 )-s( 老 )| 1 一 072)-: > 


因此 ,级 数 5 在 1z1<1l 内 收敛 而 不 一 致 收 全 . 


【2768】 》) 珀 ; 在 闭 区 间 一 1<x<1 上 . 


n=1 


提示 注意 


Xr” 
了 22 


<< 挛 (一 1 之 x 过 1) ,并 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 . 


LT 
了 22 


解 ” 由 于 当 一 1 委 z 委 1 时 
上 绝对 并 一 致 收敛 . 


二 二 及 点 收 钱 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 ,级 数 > ' 瑟 在 [一 1,1] 


【2769】 >，(1 一 z)z"; 在 闭 区 间 0 过 z 和 1 上 . 


1， 0 委 z<1， 1 


中 十 】 


收 化 而 不 一 致 收 合 . 取 0<e< 方 及 > 一 


提示 ”注意 S.(z) 一 1 一 z 1 及 SCz) 一 | 


RR 


， 工 一 ]. 


(不 论 nn 多 大 ) 即 可 证 不 一 致 收敛 . 


解 SCz) 一 >》 (1 一 xz)x=(1—z) > 太一 1 一 zt 
天 一 个 k=0 


于 是 ， 
1， 0 委 z<1， 
S(z)=limS, (x)= | 
nooo 0， 六 一 1. 
1 、 1 
取 eo 使 0<e 去 三 ,不 论 1 多 么 大 ,只 要 取 一直 后 "就 有 


Ss, ( 寺 )-s( 才 )|-| 主 -1 二 > 


因此 ,级 数 2) (1 一 zx)x" 在 [0,1] 上 收敛 而 不 一 致 收敛 . 


nt 1 


[2770] > (三 -后 ); 一 1 和 xz<1. 


加 中 x* rt! x"t! 
解 S.(z) 2 (3 尘 1)=z 


当 一 1] 委 z 委 1 时 ,有 


_ _ jz 叶 ! 
SC(z) = limS,(x)=z, |S, (x)—S(z)|= nt a4I 


il. 
n 


于 是 ,对 任 给 的 se>0, 若 取 N= | 十 |, 则 当 w>N 时 ,对 于 [一 1,1] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 


|S, (x)— SCx)| < <e. 


nt1 


因此 ,级 数 > (三 一 ) 在 [一 1,1] 上 一 致 收 钱 


二 区 
[2770 2 Toni 0O<z<+o， 
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工 一 1 1 |]. 
解 S, (xz) 二 之 ETDz 十 Cez+1) 2 p= nz 二 1 
当 0 过 x 二 十 oo 时 ,有 SC(z) 一 limS, (Xx) 一 1, 取 使 < 一 三 不论 多 么 大 ,只 要 取 x 一 十， 就 有 


s,( 工 )-s( 二 ) | 可 


, 
因此 ,级 数 2 Fz 于]Jmz 二 信友 (0* 十 中 Y 上 收敛 而 不 致 收敛 . 


1 


[772 2 GTDCTITDi to 


解 ” 由 于 | ars | < 了 工 (z>o) 及 > 二 收 伍 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 , 原 级 数 在 
Co, 十 co) 上 绝对 并 一 致 收 伍 ， 


和 ， ; (2) es 和 z< 十 co. 
【2773】 2 TT Tt; (1 0Sz<e 其 中 e>0 (2) eSr<t+m 


解 ” 当 xz 一 0 时 ,显然 级 数 收敛 于 零 ， 


、 A nz 
当 z>0 时 , 令 ww(z) 一 DOTZTTCOT) 则 有 


.Unri Cx)  ,，，f『a 十 1 , 1 _ 
lim et = lim | i TFTriz | 0<1, 


nr Un(T) nr 


故 级 数 》) us (x) 收敛 (x 之 0). 易 见 , 此 时 


= 3 = 
Sm 2 ml) 2 FTF TR 


fl 
一 > [DO 
pe (1 二 zx) [1 十 (一 1)xj] (十 zx)…(1 二 kx) 


1 
(1 十 z)(1 十 2z)…(1 十 zz) 


0， 一 0， 
1， z>0. 


一 1] (n>00), 


一 1 一 


因此 有 2S(Cz) 王 limS,(z) 一 | 


1 
(1 十 z)(1 十 2z)… (1 十 nz 


1S.(z) 一 SCz) | 一 


取 0<e 二 1. 对 于 任意 大 (但 固定 的 )n, 由 于 
1 


lm dT Tota 一 ]， 


1 oo 
故 可 取 0 二 x 二 e, 使 TET Tn 即 1S;Cxo) 一 SCxo) | 之 @. 由 此 可 知 , 级 数 2 un (XI) 
在 0 委 z< 委 se 上 不 一 致 收敛 . 
(2) 当 x 之 e 及 n 之 3 时 ,由 于 


| mx | 
lu (x)|= (1 十 zx)(1 十 2z)… (1 十 zz) < 
nr nr 


= 一 一 一 一 一 一 一 < 二 一 一 一 一 一 
1tnzt+ 57 nn Dt “十 2 nn Dn 


加 6 6 
TDD me 


且 级 数 》) -9.5 收敛 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 , 原 级 数 在 [s, 十 co) 上 绝对 并 一 致 收 全 
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【2774】 和 用 条 下 指 区 间 内 的 一 致 收敛 性 : 


(1) > 十， 一 cco<Zz< 十 cei (2) > 与 人 ， 一 2<7z<< 十 coi 
2 rz ~ nz os 
(3) ZI， 0zx< 二 00; (4) 2 IF [zj| < 十 co 
(5) 5 tr), < || < (6) 2) 2 ，| 工 | 二 a, a 为 任意 正 数 ; 
mm 一] n, n=1 [到 
Sinnz ~ Cosnzx 
om 3 -于 ，| z| < 十 co (8) 2 ，|z| < 十 col 
(9) > szz ，| zx| < 十 co (10) > In (1+ 1 73); |z|<a; 
加 一 了 
(11) SM Te ”, 0RIr<+o; (12) > arctan -Ei |z| 天 十 co. 
提示 注意 (2) | 与 六 < 一 (nn 之 2,z 这 一 2)， (3) 1 十 mxz2 之 2n2z (x>0),， 
nz 四 _ 2 。2r+1 
(4) 1+wx! 之 2n3z， (5) | TT tr") < Fr 


(6) 当 n 一 2m 或 2m 十 1 时 ,Wz) 一 世 ， 考 唐 级 数 》) ton Cz) 与 >) wonr1(z)， 
* m=l m=1 


解 (1) 由 于 | 元 十 关 | < 赤 及 2 方 收 伊 , 故 级 数 》 Tt 
(2) 考 虑 "之 2， 有 | 包 芝 一 < 5 2 -(xz 之 一 2). 但 > 志 -收敛 , 故 级 数 > > “在 (一 2, 十 co) 


上 一 致 收敛 . 
(3) 当 z=0 时 ,级 数 显然 收 伍 于 零 . 当 z>0 时 ,1 十 nz 之 2n?x, 于 是 ， | Tr 


1 "1 
< 又 因 2, 3 


收敛 , 故 级 数 Ds 在 [0, 十 co) 上 一 致 收敛 . 


TE 


nr 


1 二 ns x? 


(4) 当 |x| 过 二 吕 时 ,1 十 nx 之 2n3 注 ， 于 是 ， | 


三- 又 因 2 7 收 仇 , 故 级 数 
nz2 

> TT 一 co oo 一 

2 Ta 在 人 ;十 co) 上 一 致 收敛 . 


(5) 当 寺 过 |z|<2 时 ， 


2 2 nt 十 1 

nn 一 n 1 2 
(rz 二 x") | 过 — 

AT 


应 用 达 朗 贝尔 判别 法 , 当 n->co 时 ,有 


(nt+1)? 2"? 
-TBT (rt) 2 
n: 。 2"+! 


VT 


对 于 级 数 》) em， 
n= 了 2 


帮 2 于 7 一 收 收 北 . 因此 ,级 数 > -站 xz ) 当 证 迄 |z| 入 2 时 一 臻 收敛， 


(6) 当 n 一 2m 或 2m 十 1 和 5S) Uzm《 工 ) 与 >) tanrt(z), 当 |z| 过 a 时 ,不 论 n= 二 
所 m=1 m= 1 


2m 还 是 4 一 2m 十 1, 均 有 | 其 | < 的 .应 用 达 衣 贝尔 判别 法 , 易 证 级 数 了 2 及 》) 。 
» * m=1 ” m=1 
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数 > (za 与 > wri (Zz) 当 |z| 过 a 时 绝对 并 一 致 收 伍 . 从 z|<a 时 一 致 收敛 . 


1 Sinnz 
坟 二 ， 级 数 当 |z| 过 十 2% 时 一 致 收敛 . 
Ss ns 且 > nn 训 收 牧 ， 故 > VmTe ” 


(8) 当 1z|<+oo 时 ,| sos | < 方 , 且 3 收敛 , 故 级 数 > Sos 当 |x|<< 十 co 时 一 致 收 钱 ， 


(7) 当 |z|<< 十 co 时 ， 


(9) 当 |zl< 十 co 时 ， |< 方 "' 且 六 二 收 生 , 故 级 数 》) 2 全 当 |z|<< 十 时 一 致 收敛- 
mn=1 Nn2 n=1 NNYn 
(10) 当 充分 大 ( 即 jw J) 轩 ,对 于 | | a 有 


In(1+; ln? i) = nln -+0( 立 )- 
nln 二 | < ,而 > 村 寺 收 仇 ” 以 及 >) 专 也 收敛 , 故 级 数 2 in (1+ ) 当 


nlnmn 
|x1 过 a 时 一 致 收敛 . 
x) 利用 2619 题 的 结果 . 


nx nr 一 2 2 2 
(11) 当 x 之 0 时 ,e™ 之 1 十 nz 十 > 一, 故 e "< 于 是 ,| zze “| 过 二 ,此 式 对 Z 一 0 也 成 立 . 
又 因 二 收敛 , 故 级 数 > ze 当 0 过 工 < 十 oo 时 一 致 收 全. 
路 一】 n=1 


(12) 由 于 x 十 2 守 


< 地 当 刀 充分 大 (n 之 mo) 时 ,对 于 |x| 一 十 oo, 有 
n2 


并 
+m 


-| 和 +0( (a 和 7) )|< 误 + 人 二) 


又 因 > -及 忆 方 均 收敛 , 故 级 数 > arctan 当 |x| 过 十 co 时 一 致 收 化 


2 并 
arctan Zn 


研究 下 列 消 数 项 级 数 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


【277s】 >», sm, (1) 在 闭 区 间 es 委 z 委 2r 一 上 ,其 中 es>05(C2) 在 闭 区 间 0 委 z 委 2x 上 . 
n=1 
解 (1) 当 e 委 zx 魏 2x 一 se 时， 


k=1 sin 去 sin 元 


又 二 趋 于 零 并且 不 依赖 于 z, 故 由 狄 利克 雷 判别 法 知 , 级 数 > ， Si 在 [e,2x 一 四 上 一 致 收 全 


(2) 级 数 2 > we 在 [0,2x] 上 条 件 收敛 ,但 它 不 一 致 收 俩 ,这 可 用 反 证 法 获 证 , 设 了 w(x) 在 
n=1 


[0,2x] 上 一 致 收敛 ,其 中 wn (一 Sn Cn 一 1,2,…). 则 应 有 : 任 给 se> 之 0, 例 如 ， 取 e 一 于, 必 存在 六 一 Ni (Ce) 
( 它 与 x 无 关 ) ,使 当 x 之 Ni ,对 于 [0,2x] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 


[uri CT) 二 ur2 (TI) wuts (xX) |<e, 
其 中 p 为 任意 正 整 数 . 取 Ns 之 2Ni, 记 


则 zw 宇 Ni ,又 取 户 使 no 十 p= Nz 十 1 ,; 则 应 有 


| 1 C2) + un +2 C7) un +o C7) | <e, 
也 即 有 
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| DD <e= 闻 (xEL0,2r]). (1) 


Nz 
六 +1<n<No+2 


今 取 坟 一定 5“ 写 于 ,当然 上 式 (1 ) 也 应 成 立 . 但 是 另 一 方面 ， 由 于 当 闻 2 十 1<n<Nz 十 2 时 ,显然 有 0<<mzo 


区 。 2 7 _ Sinnzxo 
< 本 , 故 有 sinnzxo 之 nxo 一 NT TA 
_1 
、 了 >， (zo) > TF 下 >) 1>R 3 Ts 冯 CNs 十 2) 一 二， 
过 +i<n<Nz+2 和 ncn< Nt2 


它 与 (1 中 当 x 一 zo 时 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 级 数 sinaz 在 [0,2m 上 条 件 收敛 而 不 一 致 收 伍 的 结论 ， 
*) 利用 2698 题 的 结果 . 
【2776〗 2) 2"sin 


于 ; 0 二 X 达 十 co. 


解 记 mm(z) 一 2"sin 3 (n=1, 2,…), 当 0<z<< 十 ce 时 ,由 于 


1 1 7172 
lu DIS 3 一 (本 ) ， 
而 六 工 ( 羡 ) 收 敏 , 故 原 级 数 绝对 收 敏 ,从 而 收 敏 . 但 它 在 (0, 十 ce) 内 并 不 一 致 收 伍 . 如 若 不 然 , 即 设 它 


一 致 收敛 , 则 对 任 给 se>0, 例 如 , 取 e 王 1, 必 存 在 N= 二 N(e)( 它 与 x+ 无关), 使 当 n 宇 N 时 ,对 于 (0, 十 吕 ) 内 的 
一 切 x 值 , 均 有 
[rr1 CTX) Huta (Zz) 二 uty (7) | <<e, 
其 中 户 为 任意 正 整数 . 今 取 p= 二 1,n==NN, 则 对 于 一 切 x€E (0, 十 co), 应 有 
lunri (xz)|<e=1. 


又 取 zo 二 二 二 GE(0, 十 cco), 则 也 应 有 |xnx+(Czo)1<1. 但 事实 上 却 有 


UN+I (Xo ) 一 2N7+1sin ge 一 2N+lsi nm 一 2 人 >1， 
这 与 |un+i (zo)1<=1 矛盾 . 证 毕 . 


(一 ; 0<<Z< 十 co， 


【2777】 二 
提示 有 了 和 二 关 居 


解 [ov 当 0<z< 十 oo 时 ,= 二 -< 地 , 它 单调 一 致 地 趋 于 零 . 因此 ,由 狄 利克 和 雷 判别 法 


知 ,级 数 > 全 当 0<z< 十 co 时 一 致 收 全 . 


[2778] 5 -一 ，0<x<2r. 


2 22 十 sinz 


提示 利用 犹 利 克 雷 判别 法 ， 


解 ” 当 0 委 z 委 2x 时 ,显然 一 -一 一 对 于 单调 递减 ,同时 由 于 0 二- 了 -一 二 一 , 故 当 n 一 吕 时 ， 


二 js < pe 


1 在 0<x<2x 上 一 致 地 趋 于 零 . 又 由 于 | > (一 1) | 过 1, 才 级 数 在 [0,2x] 上 一 致 收 全 


7 十 S 
(— 1 号 卫 

【2779] ~ 一 一 一 一 

> Ye 


解 | > (—1)" 


; |x| 志 10. 


1 
2, 记 5,( ) 一 一 一 -一 ,由 于 
I Te 
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1 1 
Yn Fer My (nt1)’++e” 


故 如 (Cz) 单 调 下 降 . 又 由 于 


1 1 
0 〈|z| 委 10)， 
Vn te Vr 


故 b, (xz) 单调 一 致 地 趋 于 零 . 因此 ,由 狄 利克 雷 判 别 法 知 , 级 数 在 [一 10,10] 上 一 致 收敛. 


对 于 每 一 


1 


收敛 
〖【2781]】 


oo 


>) sinzsinnz ; 0<z< 忆 十 co， 


n=1 VNnTX 


解 当 x=2mx (mm 一 0,1,2，… 


k=1] 


1 


个 IE( 一 咯 


) 时 ， > sinzsin&z 一 0. 当 rz#A2mr (m=0,1,2,": 


,十 co) 都 是 单调 递减 的 , 且 


去 村, 故 对 每 一 个 Zz 一致 地 趋 于 零 . 因此 ,由 狄 利克 雷 判 别 法 知 ,级 数 在 (一 ,十 2) 上 一 致 


n 四 
| >， sinzsinkz | 一 |sinz| 。 | >， singz| < |sinz| 。 
k=1 hl 


sin 二 
2 | 


于 是 ,对 于 一 切 zxE[0, 十 ce), 均 有 
| > sinzsinkz | 2, 
1 
又 ba 一 个 zELo, 十 cc) 且 
JE 二 于 每 一 个 [ 关于 都 是 单调 递减 的 ， 由 -下 < 万 


) 时 ， 
cos 3 [<2 
工 知 ， 当 "一 co 时 ， Tz 


在 0 二 Xx<< 十 co 上 一 致 地 趋 于 零 . 因此 ,由 狄 利克 雷 判 别 法 知 ,级 数 在 [0, 十 co) 上 一 致 收敛. 


(— DWV 


> 


2782 一 一 一 一 一 ; 0 地 十 ce. 
7 “1 Vnlntz) < 
提示 注意 二 一 CD 。 1 ,并 利用 2672 题 的 结果 及 阿 贝 尔 判 别 法 ， 
W HP 十 工 ) ?2 1 十 王 
(一 DPI DM CD 
JE -由 于 2 于 一 侍卫 一 收 化 ，, 且 与 z 无 关 , 故 它 对 x 而 言 是 一 至 
收敛 的 . 
1 、 1 
另 一 方面 ， 对 于 每 个 < EL, oo) 都 是 单 训 站 的 昌 有 蜡 ，| 委 1 
A/1 士 亏 A/ 1 十 于 
因此 ,由 阿 贝 尔 判别 法 知 , 原 级 数 在 [0, 十 cc) 上 一 致 收敛 


*) 利用 2672 题 的 结果 . 
【2783】 不 连续 函数 序列 可 和 否 一 致 收敛 于 连续 函数 ? 


解 题 思路 可 以 , 例如 ,函数 序列 f,(z) 一 p(x), 其 中 


10， 并 为 无 理 数 ， 
工 工 为 有 理 数 . 


利用 734 题 的 结果 ,可 知 万 (z) 在 (一 co ,十 ceo) 上 每 一 点 均 不 连续 ,但 它 在 (一 ceo, 十 co) 上 一 致 收效 于 连续 
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汤 数 FCz) 一 0. 
解 ”可 以 .例如 ,函数 序列 


一 工 一 1,2,…)， 其 中 p(x) 一 为 无 理 数 ， 
f(T) pT) (2 一 1,2，…)， px 1， x 为 有 理 数 . 
显然 , 刻 (站 在 一 c<x< 十 co 上 每 一 点 均 不 连续 ,但 由 于 
DS =12 一 co<z<+co)， 


歼 当 ， co 时 ,六 (在 一 co<x<< 十 co 上 一 致 趋 于 零 .而 /z) 王 0 (一 <x<< 十 oo) 显然 是 连续 函数 . 此 例 
说 明 ,不 连续 函数 的 序列 仍然 可 以 一 致 收 伍 于 连续 函数 . 
[2784】 证 明 : 若 级 数 3 1/(z)1 在 [a, 拉 上 一 致 收 伍 , 则 级 数 3 f(x) 在 [a,6] 上 也 一 致 收 伊 . 


提示 。 由 柯 西 准则 并 注意 不 等 式 
[for) + fora Cz) tt forp CT) EI far Ce) tfira (zr) lt + |f, (zx)|, 
命题 即 可 获 证 . 
证 ”由 柯 西 准则 及 题 设 知 :对 于 任 给 的 s 盖 0, 存 在 六 = N(e), 使 当 n>>N 时 ,对 于 [a,5j 上 的 一 切 z 值 ， 
均 有 
[For Cx) | 二 | forz Cx) | 二 二 | fr C7) |<e, 


其 中 p 为 任意 正 整 数 . 由 于 
[fari Cr)t fra (x) tT frp CT EI frr (Cr) | | friz Cz) | 二 + 1 ftp (x) |<e, 


故 根据 一 致 收敛 的 柯 西 准则 知 ,级 数 >， 广 (z) 在 [ea, 妇 上 一 致 收敛 . 


[2785】 若 级 数 》\， f,Cx) 在 [a,5] 上 绝对 并 一 致 收敛 , 则 级 数 》\ |f,(x) | 在 [a,b] 上 是 否 必定 一 至 
收敛 ? 加 本 

解 “ 未 必 , 例如 ,级 数 > (一 1)"(1 一 z)z" 在 [0,1] 上 绝对 并 一 致 收 伍 , 但 其 绝对 值 级 数 不 一 致 收 伍 . 
事实 上 ,级 数 加 


[一 D"(1 一 zz 一 7) (1—z)r" 


1 n=1 


ws 


nt 


在 L0,1] 上 收 敏 而 不 一 致 收敛 …. 因此, 我们 只 要 证 明 级 数 > ) (一 1)*(1 一 x)x" 在 [0,1] 上 一 致 收敛 就 可 以 
了 .首先 , 当 x 一 0 及 x=1 时 ,级 数 >》) (一 1)"(1 一 xz)x" 显然 收敛 . 当 0 过 x 过 1 时 ,级 数 5 (—1)"(1—zx)xr’" 


二 (1 一 x) 2》) (一 1D"z" 是 交错 级 数 且 满足 菜 布 尼 欧 条件 , 故 也 收敛 . 要 证 其 一 致 收敛 ,只 要 证 其 余 式 R.(z) 


oo 


二 > (一 D4(1 一 zx 一 致 趋 于 零 ( 对 0 魏 z 委 1) 即 可 . 按 满足 莱 布 尼 芯 条 件 的 交错 级 数 的 余 式 估计 ,有 


k= nl 


|RCz)| 委 (1 一 z)xz+l (0 委 z 委 1)， (1) 


令 f(z) 一 (1 一 zx"*1 ,通过 求 导数 易 知 此 函数 在 x 一 二 3 时 达到 其 在 0< xz<1l 上 的 最 大 值 , 故 当 0<xz<1 


时 , 恒 有 


十 1 1 十 1y"™*! 1 
2) -Ta (st ) 7 十 2 


o 二 As 


于 是 ,由 (1) 式 知 


1R,Cz1< os CO<z<1; mn1,2，)。 
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由 此 即 知 , 当 >co 时 民 .(z) 关 于 0 委 z 委 1 一 致 趋 于 零 . 
x) 利用 2769 题 的 结果 . 
【2786】 证 明 : 绝 对 收敛 且 一 致 收敛 的 级 数 


>， 广 (z) 〈0 委 z 和 1)， 
n=1 


其 中 
0， 0SrE2 "1 ， 


f(z)= 了 sin?(2oflxz)， 2-orD<z<2-， 
0， 2 -<x< 妇 1]， 
不 能 用 非 负 项 的 收敛 数 项 级 数 作为 其 强 级 数 . 
证 首先 指出 》' f(x) 在 [0,1] 上 是 一 致 收 化 的 . 事实 上 , 当 之 N 时 , 柯 西 余 项 函数 为 


Ry.s C7) = furi (zr) fourz Cr) fv p(x). 
于 是 , 当 xE[0,1] 时 ,有 


Nsin’ (2 nz), LED ND ,2 N+D ), 
asin’ (2 nx), XE (2-CN+9 ,97ND ), 
Rn.» (7)= 
Rsin’ (2 nz), LE 2+orD 2+ ), 
0， 其 他 点 xz， 


因此 , 当 0<z<l 时 , 恒 有 
IRwsCz)1<< 方 . 


由 此 即 知 , 对 于 任 给 的 e>0, 只 要 取 N 一 [二 ], 则 当 w>N 时 ,对 于 [0,1] 上 的 一 切 z 值 , 均 有 |Rw.s Cx)1<e， 
其 中 p 为 任意 正 整数 . 由 柯 西 准则 知 ,级 数 yY f, (zx) 在 [0,1] 上 绝对 收 化 且 一 致 收 化. 下 面 证 明 ; 不 可 能 用 


某 非 负 项 收敛 数 项 级 数 作为 其 强 级 数 . 采用 反 证 法 ,假设 有 某 收敛 的 强 级 数 》) a ,其 中 a, 之 0 是 常数 , 即 


在 [0,1] 上 有 
[f(r)| Sa (n=1,2,.%), (1) 


且 》) a 收敛, 以 下 将 说 明 由 此 引出 矛盾 .事实 上 , 据 (1) 式 对 一 切 zE[0,1] 均 成 立 . 今 取 一 了 2 , 显 
n=1 
然 有 2 "+? 过 zx, 过 2”". 因此 得 
| fz) | 一 二 sin? (2"r1rz) 一 二 之 0. 
由 2》) av 收敛 得 知 》) 过 也 应 收敛 ,这 与 众所周知 的 级 数 p> 二 的 发 散 结论 相抵 触 . 证 毕 . 
【2787】 证 明 : 若 函数 项 级 数 >， yp, (7x) 的 各 项 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 单调 函数 ,此 级 数 在 闭 区 间 [a,5] 的 
两 个 端点 绝对 收 化, 则 此 级 数 在 闭 区 间 [a,8]j 上 绝对 并 一 致 收敛 . 


证 明 思 路 ”由 题 设 ,级 数 》 |go(a)| 及 》) |gs(6)| 均 收 化. 令 a 二 max{ gs(a)| ,|gr(6)|), 则 可 知 
n=1 n=1 


级 数 也 an 收 人 证 .又 由 


n=] 
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[gC7) | 委 a， (lareb; n=1,2,."), 
利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ,命题 即 获 证 ， 


证 按 题 设 ，》) |w(a)| 与 > 1g.(b)| 均 收 敏 . 令 a 一 max(|grCa)|,|gr(2)1), 由 于 0Sas 亿 |pr(a)| 
n=1 n=1 


十 |g(6)1, 故 知 3 a, 收 化 .由 于 g(x) 在 [a,6] 上 是 单调 的 , 故 


| gC7) | Ra (a 委 z 安 9; n=1,2,.). 


由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 ,级 数 》\ pw (z) 在 [a, 下 上 绝对 并 一 致 收敛. 


【2788】 证 明 ; 知 级 数 》; a,x" 在 全 部 位 于 其 收敛 区 间 内 的 任何 闭 区 间 上 一 致 收敛 . 
证 明 思 路 ” 设 办 级 数 的 收 介 区 间 为 (一 R,R) (R>0), [a,6]C( 一 R,R). 

令 r 二 max(|a|,158|), 则 |asz"| 志 |aar"|. 并 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ， 

证 “设置 级 数 》) a,x" 的 收敛 区 间 为 (一 R,R)(R>0), [4,6]C( 一 R,R). 令 


r 一 mmax(|a| ,|12|)， 
则 当 <E[a, 约 时 ,有 


la, z"| 魏 ja 。， lrl"= 1asr"l. 
由 题 设 知 >，|asr"| 收 和 敛 , 故 原 宕 级 数 在 [ae, 寻 上 绝对 并 一 致 收敛, 由 [a , 妆 的 任意 性 ,本 题 获 证 . 


1 


TX—an 


【2789】 设 w 一 -上 且 级 数 > | 二 | 收敛 .证 明 ,级 数 六 一 在 不 包含 点 as(n= 1,2,…) 的 任何 有 界 
闭 集 合 上 绝对 并 _ 致 收 策 ， 加 

证 明 思 路 ” 设 下 为 任 一 不 包含 点 an(n 一 1,2,…) 的 有 界 闭 集 , 则 存在 常数 M>0, 当 xzEE 时 ,有 |zx| 夺 M 
及 | 这 | (n=1,2,.). 由 题 设 知 , lim 由 一 0, 故 存在 正 整数 NN, 使 当 n>N 且 zEE 时 ,有 | 产 |< 十 . 
于 是 , 当 n>>N 时 ,可 证 
2 


<TaT’ 


| 1 

Xan 

由 题 设 , 并 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ,命题 即 可 获 证 ， 
证 设 已 是 任 一 不 包含 点 av(Cn 一 1,2,…) 的 有 界 闭 集 , 则 存在 常数 M>0, 当 xzEE 时 有 


1z|<M 是 | 三 | 六 (n=1,2,.). 


由 于 六) | 走 | 收 全 , 故 lim 二 一 0. 因此 ,存在 NN, 使 当 n>>N, zEE 时 ， 


于 是 , 当 nN 时 ,有 
| 1 


TX an 


1 . 1 1 ,，_1 1 .1 2 
a, | _zx| |a,l 
1 Qn an 2 


和 于 如 eT 收 委 收 避 | 一 | 在 E 上 绝对 并 一 致 收 全 


【2790】 证 明 : 若 级 数 了 a, 收 售 , 则 狼 利 克 备 级 数 > 4 当 z 之 0 时 一 致 收 全 
提示 利用 阿 贝 尔 判别 法 . 


证 0< 赴 <1, 且 二 对 每 一 个 + 之 0 是 单调 的 .又 》) a 当 z 关 0 时 一 致 收 伍 , 故 由 阿 贝尔 判别 法 知 ,级 
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数 > 储 当 zx 之 0 时 一 致 收敛 . 


[2791】 设 级 数 3 a, 收敛 . 证 明 :级 数 2， a,e “在 区 域 z 之 0 内 一 致 收 钱 ， 

提示 利用 阿 贝尔 判别 法 . 

证 0<e-" 之 1, 且 e “对 每 一 个 之 0 是 单调 的 .又 > a, 当 z 之 0 时 一 致 收敛 , 故 由 阿 贝尔 判别 法 
知 ,级 数 yase-= 当 之 0 时 一 致 收敛 

[2792 证 明 ,函数 F(z) 一 > Sizez 在 区 域 一 <z<< 十 内 连续 并 有 连续 的 导数 ， 


n= 二 1 


证 明 思 路 首先 ,证 明秀 数 f(z) 在 (一 oo0, 十 oo0) 内 连续 . 只 需 注 意 


Se | < 方 及 Sm 在 (一 co ,十 co) 
内 的 连续 性 ,利用 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 性 质 1) , 即 知 F(z) 在 (一 co， 十 ce) 内 连续 ， 
其 次 ,再 证 导数 有 (x) 连续 . 注意 地 (PE)= 外 于, 仿 前 半 段 的 证 明 , 即 知 了 ) SS 的 和 在 (一 co， 
n=] 


十 0) 内 连续 , 且 由 性 质 3) 有 


六 一 去 (> ms ) 一 > (2 )- > ~ Cosnx 
{dr 
1 
夺 训 及 


Sinnz 


证 首先 证 明 f(x) 连续 .事实 上 ,由 


及 > 训 的 收敛 性 即 知 , 原 级 数 当 一 co<z< 十 c 


时 一 致 收敛 . 又 由 ae 六 到 江 的 和 7(z) 在 (一 co, 十 co) 内 连续 . 


其 次 再 证 明 1“(z) 连 续 .由 于 臣 ( 22 ) 一 9 连续 ,上 且 级 数 > coS 当 一 co<z< 十 co 时 一 致 收 


n 


化, 故 再 次 根据 函数 项 级 数 一 致 收 伍 的 性 质 , 即 知 上 述 级 数 的 和 在 (一 co, 十 ce) 内 连续 , 且 有 
7 SR cosnz 
f'(z)= >) 一， 


n=1 


【2793】 证 明 :函数 


十 co 


f(z)= 2 5 
(1) 在 除 整数 点 < 一 0, 士 1, 士 2,… 外 的 一 切 点 有 定义 并 且 连 续 ;， 〈2) 为 周期 郴 数 , 其 周期 等 于 1. 
证 考虑 级 数 (1) 了 7 7 及 (2) 站 和 7 站 外 当 x 关 k (4 二 0,1,2,…) 时 ,级 数 (1 ) 收 


人 敏 ; 当 z 关 一 1 (=1,2，…) 时 ,级 数 (20) 收 伍 . 因此 , 当 x 闫 0; 土 1; 土 2,… 时 ,级 数 bp 可 如 二 7 收 全 


(1) 因而 在 除 +=0, 士 1, 土 2,… 外 的 一 切 点 上 f(x) 有 定义 .下 面 为 了 证 明 f(x) 在任 一 点 X= 二 zo (xo 关 k， 
& 一 0, 士 1j, 士 2,…) 处 f(x) 连 续 , 我 们 可 以 在 ([xoj],[Lzoj 十 1) 内 考虑 一 个 包含 z 的 区 间 [a,o] : 
[zoj<a<zo<po<[zo] 十 1， 
记 p 二 max(lal ,16|). 在 [a,6] 上 考 虚 级 数 (1') 及 (2'). 当 适当 大 时 (例如 nn 宇 no)， a 
1 1 1 


< | 
ke ep [ty 一 | 工 | 


一 在 [c, 习 上 一 致 收 伍 . 从 而 ,级 数 > Ce 


(—n 


re 


(n— xz)’ PE 


有 2 2 > 


Gy ” 


> 一 7 在 [a,6] 上 一 致 收敛 ,也 即 bp 如 二 在 [a,6] 上 一 致 收 全 .于 是 ,其 和 函数 f(z) 在 [a,6] 上 
连续 ,因而 /(z) 在 点 x。 连续 . 
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(2) 当 z 天 0, 士 1, 士 2,… 时 ,有 
去 1 
> [C(x— DD)—z]J:’ 


二 ee 1 
fztD) 之 [rn—(z+DF ,< 
作 指 标 交 换 m 二 7 一 1, 则 当 ?一 0, 士 1, 土 2,… 时 有 加 一 0, 士 1] , 士 2,…. 因而 得 


十 ce 


f(rtD= Y， 一 1(z)， 


上 式 表 明 , 当 xz 和 0, 士 1, 士 2,… 时 ,F(z) 是 一 个 以 1 为 周期 的 周期 函数 .证 毕 . 
【2794】 证 明 :级 数 


>， [nze 一 (2 一 1)ze ‘" 2*] 
nn 二] 


在 闭 区 间 0 委 z 科 1 上 收敛 但 不 一 致 收敛, 而 它 的 和 是 此 区 间 上 的 连续 函数 ， 
证 考虑 部 分 和 


S,(z) 一 >)， [pze 全 一 (有一 1])ze epDz] 一 nze ™, 
二 1 


显然 ,在 [0,1j 上 其 极限 函数 SCz) 存 在 ( 即 级 数 的 和 ) 且 连续 ， 
SCz) 一 jim Sn (z) 一 0. 


但 此 级 数 在 [0,1] 上 不 一 致 收 伍 .用 反 证 法 .车 不 然 , 即 若 一 致 收敛 , 则 对 任 给 的 se>0, 存 在 数 N= 二 Ne) ,使 
当 n 宇 N 时 ,对 于 [0,1] 上 的 一 切 x 值 , 均 有 |S, (x) 一 SCx) |<e. 今 取 eo 一方 ,应 有 


IS,(z)—SCz)|<e. 


取 一 zs 一 下, 则 也 应 有 |S,(z) 一 SCz) | 过 方 e-!. 但 另 一 方面 , 却 有 
|S, (zo)—S(z0)|=S, (x0)=e !>e, 


矛盾 ,证 毕 . 
【2795】 确定 函数 f(x) 的 存在 域 并 研究 它们 的 连续 性 , 设 
= z+(— Dn 


1 \” _ 部 ~ Xz 
(CD Fr 一 BD (rt); (2) f(r)= 2 Tp; (3) f(x)= > Uy 


n=1 一 1 


解 (1) 由 于 limA/ | (z+ 二) | = zl , 故 当 |z1<1 时 ,级 数 绝对 收 伍 ; 而 当 |z|>1 时 ,级 数 发 散 . 当 


|x| 二 1 时, 通 项 不 趋 于 零 , 因 而 级 数 也 发 散 . 于 是 , F(z) 的 存在 域 为 (一 1,1). 下 面 证 明 f(x) 在 (一 1,1) 内 连 
续 . 设 0 二 8 二 1, 则 当 |z| 志 1 一 6 时 ,有 


1] \” 1 \” 
| (z+ 二 ) |<Q-a+i) 。 
上 面 已 证 级 数 >， (1 一 ?+ 过 ) 收敛 , 故 级 数 (xz 十 十) 在 [一 1 十 8,1 一 蚊 上 一 致 收敛 ,从 而 ,7(z) 在 
该 区 间 上 连续 . 由 于 8 可 以 任意 的 小 , 故 知 f(x) 在 开 区 间 ( 一 1,1) 内 连续 . 


十 n( 一 1)" ， 忆 ， 
(2) 于 和 一 十 (一 1) 均 二 元- 由 多利 克 雷 判别 法 易 知 , 级 数 2 (一 1D)” 均 二 天 在 整个 数 


工 2 十 7 工 2 十 722 


工 
-之 | 一 
2 十 12 | 


六 及 > 状 收 仇 , 故 级 数 补 二 在 [一 M,MXO 上 一 致 收 煞 ,从 而 ,其 和 函数 在 [一 M,XM] 上 连续 ,由 M 的 


任意 性 知 , 上 述 和 函数 在 整个 数 轴 上 连续 . 
于 是 ,作为 这 两 个 级 数 的 和 f(x) 在 整个 数 轴 上 有 定义 且 是 连续 的 . 
(3) 由 于 当 一 cc<z<< 十 ceo 目 xz 天 0 时 ,有 


加 |z| __ 1 
lmV Tar 于 灾民 1， 


轴 上 一 致 收敛 , 故 其 和 函数 在 整个 数 轴 上 连续 . 又 对 于 任意 的 M>0, 当 zE[ 一 M,AO 时 ,由 于 
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故此 时 级 数 绝对 收敛 . 显然 当 z 一 0 时 级 数 收敛 于 零 . 于 是 ,f(x) 的 存在 域 为 (一 ,十 0). 
注意 在 任 - 一 点 Xo 天 0 上 ,例如 ， 当 Xo>0 时 ,我 们 可 选 CQ 使 0 二 a 过 xo 过 5. 考虑 XE [La ,0] ,显然 有 


并 b 
| 和 0 下 2 
但 症 区 收 伍 , 故  TT 六 在 [e, 拉 上 一 致 收 仇 注意 每 一 个 [下 二 连 续 ' 因 而 和 函 数 f(x) 在 


[a ,打上 连续 . 于 是 , f(x) 在 x 二 x 处 连续 (对 于 xo 二 0 的 情况 可 同 理 证 明 ), 因 而 易 得 
1 1 


AD=zD i T i (0. 
1 
0， 7X 王 0， 
由 此 可 见 ek 0 即 和 函数 f(x) 在 x 二 0 处 不 连续 ,而 在 x+ 关 0 处 连续 . 
Ts x 9 


【2796〗 设 x(k 一 1,2,…) 是 闭 区 间 [0,1] 上 的 有 理 数 . 证 明 孙 数 
/n= 5 3 (O<x<D1) 


具有 下 列 性 质 :(1) 连 续 ;(2) 在 无 理 点 可 微 而 在 有 理 点 不 可 微 . 


证 (1) 由 于 当 0<x<1 时 ,| 所 下 |<< 吉 且 2 训 收 敏 , 故 原 级 数 在 [0,1] 上 一 至 收 信 ,又 吉 “过 
续 , 故 和 函数 /(x) 在 [0,1] 上 连续 . 
(2) 先 设 x 为 [0,1] 中 的 无 理 点 . 当 x 了 x 时 ,我 们 有 
LD fx) Sn), (1") 


TT Xo k=1 


—|xo—r 


:| (kk 二 1,2,…). 由 于 


其 中 v(x)= [一 产 | 


34 (一 ro) 


| 1z 一 天 | 一 [xz 一 着 委 1Czx rs) (ro ri)|=|x Zo | ， 


故 |wu(x)| 志 玄 (xz 天 xz), 由 此 可 知 ,级 数 > w(7) 在 0 入 z+ 太 1,7 关 Xo。 上 一 致 收 全 .此 外 ,对 于 每 个 辕 定 的 
,由 于 zto 关 i , 故 当 工 与 xo 充分 近 时 ,(x 一 ri) 必 与 (zo 一 ri) 同 号 ,由 此 易 知 


工 sgn(Cr rm) (k=1,2,.). 


lim™ (xz)= 3 


从 而 , 当 x 一 xo 时 ,级 数 之 vr (x) 可 逐 项 求 极限 ,再 根据 (1') 式 即 得 


im LTA jn >) v(xX)= 2) lim v(x) 一 >) 去 sgn(xo 一 六) 


+ mn TT Te ro fel k=1 To k=1 


由 此 可 知 ,f(z) 在 点 ze 可 微 且 A (xzo) 一 > 3 
现 设 x。 是 [0,1] 中 的 一 个 有 理 点 ,于 是 ,zx 二 ma，1m 为 某 正 整数 . 这 时 ,(1) 式 为 : 当 zr 关 zx。 时 ， 


ASgnCzo — re ). 


HDTfID (+ Sl v(x), (2 
TT Xo Am 
其 中 
_ |x-rml— lxzor|_ zx 一 zl _1 
vm (x) 3" (xXx— Xo0) 3”( 工 一 Zo) a7 SEN To). 


仿 前 段 之 证 ,可知 : 当 x 一 zo 时 ,级 数 31 vi(z) 可 逐 项 取 极 限 ,得 


Em 


lim >) VCZ) 一 > lim v (x) = 2 sgn( zo —r)., 


A gm km TO 由 关 om 
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lim vw (x) = 一 入 , 故 极限 lim w(x) 不 存在 . 于 是 ,根据 (2) 式 即 知 极限 


0 一 


由 于 显然 lim vw, (x) = 去 ， 
zo +0 


lim 2 一世 ae 不 存在 , 故 f(z) 在 点 zo 不 可 微 . 证 毕 . 


rrro 


[2797】 证 明 , 桨 曼 《 画 数 gz) 一 》\ 十 在 区 域 r>1 内 是 连续 的 并 且 在 此 区 域内 有 连续 的 各 阶 导数 . 


证 显然 级 数 > 上当 x>>1 时 收 合 .各 项 求 导数 所 得 级 数 为 了 并 . 下 证 它 在 1<a<z<+oo 上 
一 致 收 敏 (4 为 大 于 一 的 任何 数 ). 事实 上 , 当 a<x<< 十 oo 时 ,有 


0< El, 
n n 
lnn 
1 ~ | 
而 级 数 > ， Jo 收敛 (这 是 由 于 lim 本 一 lim Jan 一 0， 而 A>1， 》 - 吉 收 合 ) , 故 知 级 数 3) 2 在 
n=1 ne rT on 2 n=1] HN 2 n= 
ni 


az< 十 co 上 一 致 收敛 再 注意 到 每 项 Jo 都 是 工 的 连续 函数 , 即 知 :在 coc 委 z< 十 cc 上 可 逐 项 求 导 数 ,得 


5 = 一 > 囊 ， (1) 
n=1 


并 且 Y(z) 在 a 性 x 二 十 co 上 连续 . 再 由 a 之 1 的 任意 性 即 知 (1) 式 对 一 切 1 过 x 过 十 品 成立, 并且 (zx) 在 
1 之 Xx 达 十 co 上 连续 . 当然 E(x) 更 在 1<z<< 十 ce 上 连续 . 


利用 数学 归纳 法 ,并 注意 到 对 任何 正 整数 ,级 数 》) Ce (a 之 1) 都 收 敏 ,仿照 上 述 ,可 证 :对 任何 正 
整数 &，#O(z) 在 1 二 z+ 过 十 co 上 都 存在 且 连 续 , 并 且 可 由 原 级 数 逐 项 求 导数 尺 次 而 得 : 
多 (zr)=(—1)* 六 Ca (1<z< 十 co). 
n=1 


【2798】 证 明 :0 画 数 0(z)= >》 e-w* 当 xz>0 时 有 定义 并 无 穷 多 次 可 微 . 


证 首先 ,我 们 证 明 g(z) 在 (0, 十 cc) 内 有 定义 且 可 微 . 
在 级 数 9(x) 一 5 4 (如) 中 ,i (x) 二 -下 显然 有 w_, (zx) 二 w(x), 故 只 要 考虑 级 数 了 e-w(z>0) 
即 可 . 对 于 每 一 个 <>0 及 充分 大 的 wn, 有 


0<e "< 
nr 
而 级 数 》) 汪 - 收 化 , 故 级 数 》) e- "收敛 . 对 此 级 数 逐 项 求 导 后 ,得 级 数 一 了 ww?e-w“, 它 在 [e, 十 oo) 


内 是 一 致 收敛 的 (s 为 任意 正 数 ). 事实 上 , 当 n 充分 大 时 ,对 一 切 e 所 x 过 十 2, 均 有 


2 2 1 
0<mme "nne "< 
ne 


而 > 元 收 伍 , 故 级 数 》) rw?e rw 在 s<z< 十 co 上 一 致 收 伍 .再 注意 到 各 项 都 是 连续 函数 , 即 知 级 数 


十 


bz 一 >， ew 在 [e, 十 o0) 内 连续 可 微 , 且 可 逐 项 求 导数 . 由 e>0 的 任意 性 知 ,9(z) 在 C0, 十 oo) 上 连续 可 


一 一 co 


微 且 可 逐 项 求 导数 . 
其 次 ,仿照 前 段 可 证 明 9 (x) 的 可 微 性 . 
再 次 ,利用 数学 归纳 法 ,并 注意 到 当 nn 充分 大 时 ,对 于 一 切 zxE[e, 十 co), 均 有 


0<Cm)e "el, 
ne 
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仿照 前 段 可 证 明 9Cx) 在 (0, 十 oo) 内 可 微分 & 次 ,其 中 为 任意 正 整 数 ,从 而 ,0(x) 当 zx 之 0 时 无 穷 多 次 可 微 . 
【2799】 确定 函数 f(z) 的 存在 域 并 研究 它们 的 可 微 性 , 设 : 
WFD DOP 2 /n= > 2 
解 (1) 男 知 当世 一人 kA.2 时 , 纹 委 是 加 宙 局 计时 ， 因而 收敛 . 任 取 TY 


( i ) 当 zo 袜 0， 取 pzo， 则 mmE[ 一 子 , 周 . 在 区 间 [ 一 方 ,BJ 上 ， 注意 局 (x) = 于 ,有 


(—1)"n 
(nx)? 


us (Xz) 一 (n=1,2,°") 


且 连 续 . 单调 下 降 且 一 致 趋 于 零 ,事实 上 , 当 zE[ 一 方 ,月 ,n 之 1 时 ,有 


n 
(nt x) 随 


< 2 -0 (n>00); 


n 
《7 十 工 )2 n—1)? 


显然 (一 1)* 有 界 (小 于 或 等 于 1). 因此 ,级 数 wi(z) 在 [0,8] 上 一 致 收敛 . 从 而 ， 


f(z)= > us (x) = > hs 
在 [0,8j 上 可 微 , 当 然 它 在 z= 二 zo 点 可 微 ， 
(用 )》 当 zo 过 0 时, 必 有 ,使 一 (ho 十 1) 过 zo 二 一 各. 今 选取 a,8 使 
— (k++1)<a<ro <B<—h. 


在 区 间 [a,8] 上 ,w(x) 一 了 专 连 续 且 随 单调 下 降 ,并 且 一 致 趋 于 零 (考虑 充分 大 的 ); 
n 一 7 7 7 一 > » OO 
(nt zx) nt on nal 二 0 人 ). 


又 显然 知 》 (一 1)* 有 界 , 故 1 w(x) 在 [a,8] 上 一 致 收 合 , 因 而， 


~ (— 1)” 
f(x)= 2 uu, (ZX) 一 > Te 
在 [a,B8]J 上 可 微 , 当 然 它 在 x 二 zo 点 可 微 . 
= 二 


总 之 ,函数 f(x) = > 在 zx 关 一 k(& 一 1,2,…) 上 有 定义 且 可 微 . 
(2) 当 z=0 时 级 下 下 外 下 全 当 x 关 0 时 ,由 于 


|z| 
72 十 z2 和 
1 Ril 
n? 


~ jx| 、 |z| ， 
故 之 未 于 过 当 >z 尖 0 时 也 收敛. 从 而 可 知 ,Az) > 地 革 在 (一 co, 十 co) 上 收敛 . 令 


[|-~|zl (no0), 


om 


1 
p(X)= 2 ZF 
显然 它 在 (一 co ,十 co) 上 收敛 , 故 可 记 Cz) 一 [xz|g(z). 任 取 xzoE( 一 co, 十 co), 则 有 /0 使 一 /二 zo 过 i. 当 
XE[ 一 ,时 ,由 于 
1 / 
| (#4 ) 


且 》 党 收 全 因此 ,》) (二 】 在 [一 沁 ,口上 一 致 收敛. 从 而 知 p(z) 在 [一 4, 门 上 可 微 ,当然 它 在 x 二 zx 


点 可 微 . 又 因 |z| 在 x 关 0 点 可 微 ,而 在 zx 一 0 点 不 可 微 ,再 注意 到 恒 有 glx) 之 0, 即 知 FCz)= |z|p(z) 在 
Zz 天 0 点 可 微 ,而 在 x 一 0 点 不 可 微 . 


一 2 < Cn 一 1,2，…)， 


| ty 
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【2800】 证 明 :序列 f(z) 一 亡 arctanz"《n 一 1,2,…) 在 区 间 ( 一 0, 十 0) 内 一 致 收 化 ,但 
[limf, (x) j=: limf ,1). 
提示 注意 | r(x) | 过 充 -: 
证 由 于 当 zE( 一 00, 十 o0) 时 , |arctanx” |<< 闻 (2 一 1,2,…), 故 有 
| 六 (m1 < 天 (mn 一 1,2，…). 
易 见 limf,(zx) 一 0 一 f(z). 任 给 e>0, 选取 NN 一 [至], 则 当 n>N 时 ,对 于 一 切 的 xE (一 co, 十 co), 均 有 


To RT 
[fn fn | NNTD™ >. &. 
2s 


nl 
于 是 , 记 (z) 在 (一 co, 十 co) 内 一致 收 敏 于 零 . 但 /1(z) 一 下, 易 见 
Chmf C2) 1 =f 0010 limf’(1) = #0. 


因此 ,两 个 极限 不 相等 . 值得 注意 的 是 , 广 (z) 在 (一 co, 十 co) 内 一 致 收敛 于 零 ,但 /4(z) 在 (一 co ,十 co) 内 
却 不 一 致 收敛 于 其 极限 函数 : 
天 1， 


0， 
msc- 1 
"oo 本 ， 一 1 


人 


【28011 证 明 : 序 列 广 (z 一 屏 十 二 sinn(z 十 亚 ) 在 区 间 (一 oo, 十 cc) 内 一 致 收敛 ,但 [lim 记 (z)] 关 
limf “(zx). 
证 limf,(z) 二 式 一 f(x). 由 于 当 xE( 一 00, 十 oo0) 时 
1 一 f(a) 一 | 十 sinon (z+ 和 于) |< 二 ， 


故 对 任 给 e>0, 只 要 取 N==[ 二 ], 当 n>N 时 ,对 于 一 切 zxE (一 co, 十 co) ,就 有 
[fi (x)— fx) |<e. 
因此 , 户 (z) 在 (一 ,十 ce) 内 一 致 收敛 ， 
其 次 ,由 于 
[limf(x)] = (zx) 一 2zr， 
而 /4(z) 一 2z 十 cosnKz 十 去) 当 mco 时 极限 不 存在 ,当然 有 [lim 疡 (z)] 了 limf “(xz). 


【2802】 试 确定 参数 。 取 何 值 时 下 列 命 题 为 真 
(1) 序列 
fr (Xx)—=nre “(n=1,2,.) (1’) 
在 闭 区 间 [0,1] 上 收敛 ; 
(2) 序 列 (1 在 [0,1] 上 一 致 收敛 ; 
G3) lim | 六 cz)dz 可 在 积分 号 下 取 极限 ? 
解 (1) 当 xz=0 时 ,对 于 任意 we, 均 有 f(z) 一 0; 当 xz 过 0 且 xE(0,1] 时 ,对 于 任意 a, 均 有 
limf, (7z)= limm ze ™ 一 0. 


因此 ,对 于 任意 的 a，f, (7x) 在 [0,1] 上 收敛 于 函数 FCz) 一 0. 
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’ yz 1 
(2) 由 于 f(z) 二 wre-“ (1 一 nz), 故 当 z 一 方 时 ,f(x) 一 0. 又 由 于 当 xz<< 广 时 ,f(z) 之 0; 当 z> 工 
时 ,f(z) 过 0, 故 x 一 二 为 1,(z) 在 0<x<1 上 的 最 大 值 点 . 因此 ， 


0 DEf (FT) er! (Szr<L. 


当 a<1 且 n>co 时 ,mn 'e 一 0. 于 是 , 当 a<1l 时 ,对 任 给 的 e>0, 总 存在 N, 使 当 za>>N 时 ,对 于 一 切 的 zE 


[0,1], 均 有 
[f(x)—0l<e, 


即 当 a<l 时 ,f,《z) 在 [0,1J 上 一 致 收 敏 于 零 . 当 a 宕 1 时 ,由 于 所 (二 )- 思 0, 故 (x) 在 [0,1] 上 不 一 至 收 全 
于 零 
(3) 要 证 明 lim | /,(z)dz 可 在 积分 号 下 取 极限 , 即 只 要 证 明 


1 1 
im | /Crdz= | [lim fCx) Jdz. (2’) 
人 DO JO o No0 
1 1 
事实 上 ， | Climf,(2)Jdz=— | 0 » dz=0, 
0 noc 0 
而 
lim | fwdr=limw | ze dz—limn (—1 er— ert ) lm ee" ne") 
lim ， 万 (Cz)dz lm ,Te I limn ( nie x e "+ 去 】 lima n 。 


要 (2 ) 式 成 立 , 只 要 下 式 
lim | f(z)dr=0, 
当 a<2 时 成 立 .于 是 , 当 a<2 时 ,lim | f,(z)dz 可 在 积分 号 下 取 极限 . 
【2803 证 明 : 序 列 f(z) 二 nze-™ (na 一 1,2,…) 在 闭 区 间 [0,1] 上 收 敏 ,但 
|, EmoD]az 关 lm | cadz 
证 当 x 一 0 时 ,对 于 任意 的 ,f(x) 一 0; 当 z 关 0 时 ,limf,(x) 一 0. 因此 ,序列 f(x) 在 [0,1] 上 收 全 
于 零 .下 证 
lim | 六 CoDadzzx | Llimf, (x) Jax. 
注意 到 
ey 


1 


一 lim ( 当 于 e) 于 天 0， 


0 moo 2 


加 上 Apod 加 上 ree wd 各 (二 ) 
本 题 获 证 . 
【2804】 证 明 : 序 列 户 (z) 一 az(1 一 z” (2 一 1,2,，) 在 闭 区 间 [0,1] 上 收敛 而 不 一 致 收 伍 ,但 
加 | Acodz= {Llimf, C2) Jdr. 
证 明 思 路 先 证 f(x) 在 [0,1] 上 收敛 于 零 . 


再 证 户 (z) 在 [0,1] 上 不 一 致 收 北 , 为 此 , 取 使 0<< 到 元, 不 论 多 么 大 ,只 要 取 zz. 一 二 了 就 有 


A >e 1! 《(《 当 nn 一 co 时 ). 


最 后 易 证 lim [fdr— [ Climf,(z)]dz 一 0. 从 而 ,命题 获 证 . 


3 


证 ” 先 证 六 (zx) 在 [0,1] 上 收 敏 .事实 上 , 当 z= 一 0 及 xz 一 1 时 ,对 任意 的 mw 均 有 户 (z)= 一 0; 而 当 0<z<1 
时 ,limf (x)= limnz(l—z)"=0. 因此 ,f(x) 在 [0,1] 上 收敛 于 零 . 


下 证 f(z 在 [0,1] 上 不 一 致 收 伍 . 为 此 , 取 使 0<eo<< 率 ,不 论 坟 多 么 大 ,只 要 取 x 一 十" 就 有 


| (i) o| "(1 (i) or 
那么 取 适 当 大 的 m6, 当 nm 时 ,就 有 
[f(z) > 让 > 
因此 , 广 (z) 在 [0,1] 上 不 一 致 收 熏 . 
最 后 证 明 lim | /,(z)dz 一 | [limf,(x) Jdx. 注意 到 


| [limf, (zx) Jdx= [ 0 。 dz 一 0， 
和 ne 0o 


; 1 1， ! nr 一 1 ! Es i n+l nnt2 
im | 六 (CCz)dzr im | nzr(l—x)"dzr im | n(l—y)y'dy lim (iy er ) 


-lim DT 


本 题 获 证 . 
【2805】 在 表达 式 lim | PP 攻 dz 中 ,在 积分 符号 下 取 极限 是 否 合理 ? 


1 


0 


开 
了 4， 


wa 
故 在 积分 号 下 取 极 限 不 合理 ， 

一 般 说 来 , 若 序列 f(x) 在 La,5] 上 一 致 收 但 , 则 是 保证 在 积分 符号 下 取 极 限 为 合理 的 一 个 充分 条 件 ， 
但 当 它 不 一 致 收敛 时 , 则 就 不 一 定 能 保证 可 以 在 积分 符号 下 取 极 限 了 ,本 题 就 是 其 中 一 例 . 事实 上 , 取 ,使 


0<e<< 玉 ,不论 多么 大 ,只 要 取 x 一 二 ,就 有 
nn 


1 | 1 _ 1 
(二 ) o| im. I Il 27%, 


3 


故此 处 的 户 (z) 一 js 在 [0,1] 上 并 不 一 致 收 伍 ， 


求 极限 : 


. (一 1)"+1 zx" 
Dog Jim, 2 5 


解 题 思路 和 次 ,由 于 


(DD) 。 
n “ :十 1 


一 在 [0,1] 上 连续 , 且 


jim [中字 一 “7 于] = 


于 是 , 当 x 一 1 一 0 时 ,级 数 可 以 逐 项 取 极 限 , 利 用 2661 题 的 结果 即 可 获 解 . 


2 "1 


解 由 于 x->1 一 0, 故 可 设 0 委 z 委 1. 此 时 ,由 于 二 小 于 1， , 且 当 ?= 增加 时 单调 下 降 , 而 级 数 


> 守 共 二 在 [0,1] 上 一 致 收敛 , 故 根据 阿 贝尔 判别 法 知 ,级 数 
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(1) 


3 1)"+! rx” 
| n xz" 十 1 
yatl 
在 [0,1] 上 一 致 收 伍 , 又 因 熏 一。 二 全 在 [0,1] 上 连续 , 且 
_ 《一 1)2+1 (一 1 人 哺 
JI， n “#1] 2n (no 1,2), 
故 当 x>1 一 0 时 ,级 数 (1) 可 以 逐 项 取 极 限 , 其 结果 为 
. CD ZX ud . (—D™ i!, n IT CD 1 , 
lim > “xz 二 1 二 | um， n “zx 于 |- 2 > CP 2 1n2 “ 


X=1—0 n=1 


x*) 利用 2661 题 的 结果 . 


[2807] lim ， 之 (x — zt!). 
解 由 于 xz10， 故 可 设 0 所 7<1. 在 此 区 间 上 ,级 数 
> ( 妇 一 iD) 一 > Xx" (1l—zx )= zx 故 lim > C(x” 一 一 lim 1. 


n=1 


. 1 
[2808】 lim, 2 gar 
提示 和 


十 0 “二 
A=] 


解 和 1, 而 数 项 级 数 去 在 [0, 呈 上 一 致 收 全 , 故 级 数 


在 [0, 人 J 上 连续 , 且 lim 二 一 垃 ， 
z+0 "nn 2 


2 Fr 于 在 [0 人] 上 一 致 收 伊 , 又 因 寺 - 


以 逐 项 取 极 限 , 其 结果 为 
. Ol 
lin)- 加 
【2809】 到 项 微分 级 数 >) arctan 二 合理 否 ? 
nn 二 1] 
提示 合理. 
解 由 于 当 一 ce<xz< 十 ce 时 ， 
(aretan 污 ) .= 1 了 。 六 = 二 7 
交 n 并 n 
1+( 营 ) 


而 级 数 > 二 收敛 , 故 逐 项 微分 后 所 得 的 级 数 


2 (arctan 六 ) -= 2 元 二 之 
在 (一 co ,十 ce) 内 一 致 收敛 ,再 由 用 .二 知 , 原 级 数 >) arctan 二 收敛 ;因此 , 原 级 数 和 的 导数 用 


逐 项 微分 级 数 > arctan 二 来 计算 是 合理 的 . 


【2810】 在 闭 区 间 [0,1] 上 逐 项 积分 级 数 》 (zzmfi 一 x-1) 合 理 否 ? 


n=1 
= 1 1 
解 令 Siz) 一 》) (Cz 一 zx 二 ), 则 x 二 0,1 时 ;Si (x) 二 0; 当 0 过 x 之 1 时,S, (zx) 一 x 和 i 一 x. 因此 ， 


大 一 1 
0， Z 一 0，,1， 


S(z)= lims, (x) 一 
]—x,， 0<z<<1， 
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1 、 
取 en 使 0<e 和 了， 不 论 n 多 么 大 ,只 要 取 TT 就 有 
|S, (Cx,) — SCx,)| = 方 >e 


因此 ,S, (x) 在 [0,1J 上 不 一 致 收敛 . 
注意 ,对 于 不 一 致 收 全 的 级 数 而 言 ,一 般 地 讲 逐 项 积分 级 数 不 一 定 合理 . 但 对 于 本 题 来 说 ,由 于 


[ [5 Cx — zm 1) |dzr= [ (1—x)dr= 
0 ”al 9 


| 1 1 — 2n 二 1 22 一 1 
2 | (mT a dr = 之 (BF ) 


= 之 (4 下) 一 (一 ) 之 ( 赤 - 元 F5)= 王 ， 

故 本 题 所 给 出 的 级 数 在 L0,1] 上 作 逐 项 积分 计算 还 是 对 的 . 

由 此 题 说 明 , 级 数 在 [a,5j 上 一 致 收敛 仅 是 可 以 逐 项 积分 的 一 个 充分 条 件 , 并 不 是 必要 条 件 . 

〖2811】 设 f(x)( 一 oo 二 z+ 之 十 0) 是 无 穷 多 次 可 微 的 函数 , 且 其 导数 f(z)(n 一 1,2,… ) 的 序列 在 每 
一 个 有 限 区 间 (a,5) 内 一 致 收敛 于 函数 p(x). 证明;g(x) 二 C e* ,其 中 CC 为 常数 . 

证 由 于 f(x) 无 穷 多 次 可 微 , 故 f(x) 在 (a,65) 内 连续 可 微 (n 二 1,2,…). 又 按 题 设 f(x) 在 (a,5) 内 
一 致 收敛 于 p(z), 且 其 导数 序列 FrD (z)(na 一 1,2,…) 在 (ae,b) 内 也 一 致 收 仿 于 p(x),- 故 g(x) 在 (a,6) 内 可 
微 ,并 且 


yg (xz)=[limf™ (x)] =lim[Lf® 7)] 一 limForD(z) 一 pz)， 


积分 之 , 即 得 
lnp(z) 一 z 十 Ci ， 


也 即 p(z) 一 Cer ,其 中 C= 二 et 为 常数 . 


35， 短 级 数 


1” 收 伍 区 间 ”对 于 每 一 个 宕 级 数 
ao 十 ai (ZX 一 Q) 十 一 十 a, (Xx 一 Qa) "十 … 
都 存在 封闭 的 收 笋 区 间 :|z 一 al 委 民 , 该 级 数 在 其 内 收 伍 ,而 在 其 外 发 散 . 收敛 半径 尺 可 按 柯 西 一 阿达 马公 式 


A 
来 确定 . 
收敛 半径 民 也 可 按 公 式 R=lim |- 


2” 阿 贝尔 定理 ”车 短 级 数 SC(z) 一 号 anz" (|z<R) 在 收敛 区 间 的 端点 x+ 二 R 处 收敛 , 则 
加 SBR) lim ,C7). 

3” 泰勒 级 数 ” 在 点 4 解析 的 函数 在 该 点 的 某 邻 域内 可 展开 为 震级 数 
Cr) 一 > Oa). 


此 级 数 的 余 项 


™ (ky) 
R20)=f67)— > ra) 
k=0 “* 


可 以 表示 为 


FrD[e 十 0(Cz 一 oD, 


R,(7)= CT)1 


一 a)”!1 (0<b<1) ( 拉 格 朗 日 形式 ) 
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大 [oa+OCz 一 ojel pz 一 a)r+l (0<0<1) ( 柯 西 形 式 )， 


n! 
必须 记 住 下 列 五 个 基本 展开 式 : 
I. =1+zx1 于 十 FF 十 《一 co<z<< 十 co)， 


R, (x)= 


.3 2n4 1 
H. sinr=x 本 … 十 ( DT 一 TD 十 (一 co<<z<< 十 co)， 


下 .cosz 一 1 一 筷 十 … 十 (一 1 二 -一 十 … (一 00< 之 x 之 十 00). 


) wm Dt ) mm— Dm nt 1) 二 (—1<zxe1). 


nl 


Vn 十 刀 二 x 一 肆 十 三 一 二 (一 1 必 二 (一 1<z 志 1). 
4” 夫 级 数 的 运算 ”在 公共 的 收敛 区 间 |x 一 a| 二 R 内 有 : 


(1) 5S) au ( 工 一 4)7 士 阿 br (XxX—a)"= 3 (an tb,) (x—a)"; 
n=0 


nm 一 0 a=0 
(2) >) a (x—a)" >) b, (Xx—a)"= p> CCT 一 a)"， 式 中 心 王 ao 忆 十 ap 1 十 十 anbo; 
n=0 n= 人 0 n=0 


rp Qan CZ a)" | > (nt larrilr—a)”s 


|[ Bar 0"] dz 一 C] -ic et, 


n=0 


5” 在 复数 域内 的 里 级 数 ” 研 究 级 数 


ee 


>») Cn (2—a)”. 


n= 人 0 


式 中 6 二 a4, 十 放 , ,a 二 a 十 8, z 王 x 十 iy, 一 一 1. 对 于 每 一 个 这 样 的 级 数 都 有 一 封闭 的 收敛 加 |z 一 a | 蕊 RR， 
该 级 数 在 其 内 收敛 (并 且 绝 对 收敛 ) ,而 在 其 外 发 散 . 收 化 半径 R 等 于 宕 级 数 


> clr 
在 实数 域内 的 收敛 半径 . 
求 下 列 究 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 区 间 并 研究 其 在 收 人 鳃 区 间 端 点 的 性 质 : 


[2812】 >) 把 . 
n=1] 


解 记 w 一 二 .由 于 
nt 


故 收敛 半径 尺 二 1; 收 敛 区 间 为 (一 1,1). 
当 z 一 一 1 时 , 若 p>1，, 则 寄 级 数 为 绝对 收 伍 ;车 0<<2 委 1, 则 为 条 件 收敛 ; 当 p 志 0 时 , 则 为 发 散 . 
当 z 一 1 时 , 若 >1, 则 为 绝对 收敛 ;车 p 委 1 , 则 为 发 散 . 
[2813】 DE 


一 1 
_3" 十 (一 2)" 


n 


解 记 a， 由 于 


1 4 
故 收 伍 半径 R 一 二 ; 收 敏 区 间 为 (一 1 一 可 ,一 1 十 言 ), 即 (一 了, 一 本 ) 


当 z 一 一 他 时, 寡 级 数 为 


Sr 3" 十 (一 2 1 苹 DD) 
0 7 站 


但 级 数 > 人 熏 六 条件 收敛 ,而 对 于 级 数 > 


_2 
51 


故 收敛 . 因此 , 当 z 一 一 入 时 ,级 数 2) 一 (zx 十 1)" 条 件 收敛， 
n=1 


当 z 一 一 也 时 , 短 级 数 为 


C3). 


> (3 = > i+ 


一 1 n= 


由 于 上 式 右 端 第 一 个 级 数 发 散 ,第 二 个 级 数 收敛 ， 帮 原 级 数 发 散 


(Cn)? 
[2814] 二 017 
Cs (2n 十 1)(2n 十 2) 信 R4 四 
解 记 ao 一 (2 由 于 lim po = lim 人 二 1 二 4, 故 收敛 半径 R=4; 收 敛 区 间 为 (一 4,4). 
当 zx 二 一 4 时 ,利用 斯 特 林 公式 n!1 二 V2rnn"e "(1 十 o(1)) 得 
(Cn!1)? (V2rn ne ")’:+o(l) 
(一 4 和 | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 4 一 Var(1 十 o(1)) 一 十 co (n>o0), 
(2 1 Vm QM™e- m+o(l) 的 
因此 , 当 xz= 一 4 时 级 数 发 散 . 
当 x 二 4 时 ,级 数 为 


SY Cn? 2。 4。6…(22) _ ~ 
> QD 3a) 之 人 


由 于 


故 由 拉 比 判别 法 知 级 数 3) uw 发散. 


【2815】 忆 (0<a<1). 


Cn 


-| 一 lm 一 二 co, 故 收 敏 半径 尽 一 十 ci 收敛 区 间 为 (一 co ,十 co)， 


解 记 a 二 a” .由 于 lim |- 


No 


[2816] > Ga) 


n=1 


解 ” 记 a 一 (+ 工 ) .由 于 
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故 收 敏 半径 R 一 二 ;收敛 区 间 为 (一 一, 二) 
当 |z| 一 十 时 ,由 于 


| (3 二) (4) ( 土 D)*| >1A0 (n>00), 


故 级 数 发 散 . 
【2817】 > 中 (a>1). 
a 


n=1 


2pn 十 1 


一 lim2- 一 十 co, 故 收 敏 半径 R= 十 co; 收 敛 区 间 为 (一 co ,十 co). 


解 记 a 王 下 ,由 于 lim 


ao+ 7 十 1 
[2818] > ase DT (et) 
lim | -2 | =lim2 (下 二 ) 一 2， 


故 收敛 半径 R=2; 收 敛 区 间 为 (一 2 十 1,2 十 1), 即 (一 1,3). 
当 z 一 一 1 时 ,级 数 为 > (一 D"| 二 3 | ,由 2689 题 的 结果 知 : 若 p>2, 为 绝对 收 化 ;车 


2。4。6…(27) 
0<zp 委 2 ,为 条 件 收敛 ; 若 p 委 0 ,为 发 散 . 


当 z 一 3 时 ,级 数 为 2，| 1 让 2 | . 若 p>2, 为 绝对 收 伍 ; 若 p<2, 为 发 


【2819] > (一 1 [ 证] > ” 


1 2 
解 记 o 一 (一 1D"[ 二 访 1] -由 于 


故 收敛 半径 R 一 27 ;收敛 区 间 为 (一 2 ,2?). 
当 z 一 一 2? 时 ,级 数 为 > [让 四 1] 一 > w ,由 于 


机 = (到 本 ) = (1+ 却 5) 1+ 和 a+0( 十 )-!1+ 才 +0( 去 )， 


故 由 高 斯 判别 法 知 ; 当 二 >1( 即 p>2) 时 ,级 数 》 u, 收 敏 (由 于 是 正 项 级 数 , 故 也 是 绝对 收敛 ); 当 了 台 之 1 


Unti 


( 即 p 志 2) 时 ,级 数 >》) mw 发 散 . 
n=1 
当 xz 二 2? 时 ,级 数 为 
a ,2 42n) 了] 
2 (1 [志和 -= 2 oD [| ， ‘9 


由 前 段 知 , 当 p 之 2 时 ,为 绝对 收敛 ; 当 0 二 p 志 2 时 ,由 于 
LT 4 Cnt)? 1 

[op [全 | 

4"”。2re 


p 
-| I | ”0 (n—o00), 
VUnT2r 。， 2 (1+ 序 ) 


4" 。 21HXK。12zne 2 ? 
| CD | 
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el 


[Ee 
(2z 十 1)1 
故 级 数 (1) 逐 项 下 降 ,根据 莱 布 尼 欧 判别 法 知 ,级 数 (1) 收 敛 ,但 由 于 由 其 绝对 值 组 成 的 级 数 发 散 . 因此 , 当 
0<2 妥 2 时 ,级 数 (1) 条 件 收 敏 . 当 pp 一 0 时 , 通 项 为 (一 1)", 故 级 数 为 发 散 ; 当 p<0 时 , 通 项 趋 于 无 穷 , 因 而 级 
数 也 发 散 . 

[2820] 5 m(m—1)(m—n 二 1) We. 


nl 
一] " 


2n+2\? 
- (2 


解 记忆, mm Dm 由 于 


lim 


故 收敛 半径 R=1; 收 敛 区 间 为 (一 1,1). 
当 z=1 时 ,级 数 为 


S) m(m Dm 1 十 1]) 阿 (*), 


n=1 * n=1 “7 


利用 2700 题 的 结果 , 即 知 ; 当 m 之 0 时 ,绝对 收敛 ; 当 一 1 和 mm<0 时 ,条 件 收敛 ; 当 m 委 一 1 时 ,发 散 . 


3 1 mlm—1 1 > D"(” )， 


见 当 m 宕 0 时 为 绝对 收敛 ; 当 m<0o 时 : 若 着 为 负 整数 , 设 为 一 AGE 为 正 整数 ), 则 通 项 为 


&KR 十 1)…(R 十 12 一 1) 《7 十 1)(2a 十 2)…( 开 十 2 一 1 
nl (k—1)! 


» 十 Co (n—00), 


RCR 十 1)…(&R 十 2 一 1) 


nl! 


故 级 数 发 散 : 若 m 不 为 负 整 数 ,由 于 通 项 为 正 ,并 且 总 可 以 大 于 ;其 中 一 m 之 k, 故 级 数 


也 发 散 . 因此 , 当 m<0 时 ,级 数 >) (一 1)" (” ) 发 散 . 


《2821] > +) (a>0, 6>0). 


n=1 


解 考虑 级 数 
se Si 
和 
容易 求 得 它们 的 收 伍 半 径 分 别 为 R, 一 二 及 R, 一 十 , 故 原 级 数 的 收 全 半径 R= min(R ,Ri) 一 min (上 ,十 ); 
收敛 区 间 为 (一 R,R) 
当 x 一 一 RR 时 ,着 a<b, 则 级 数 为 
bad pb ] ed ， 1 n hud ) 1 
2 (“+t )( ;>) 2 "二 (全 ) 十 2 (一 二 ， (1) 
对 于 上 式 右 端的 第 一 个 级 数 ,利用 达 朗 贝尔 判别 法 有 
pe) 
lim ~1, 


neo a b 
cp ) 


故 知 其 为 绝对 收敛 ,而 第 二 个 级 数 显然 为 绝对 收敛 . 因此 , 当 e<b 时 ,级 数 (1) 绝 对 收敛 . 当 a 之 b 时 ,级 数 为 


和 2 (“+x)( 和 )， (2) 
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上 上 武 右 端的 第 一 个 级 数 条 件 收 伍 , 第 二 个 级 数 绝对 收 伊 (5<<a) 或 条 件 收 伍 (6 一 a) , 故 当 a>> 时 ,级 数 (2) 条 
件 收敛 ， 
当 x 二 RR 时 , 若 45, 级 数 为 


dl n nt n 2 n 1 
> ( 和 + 和 ) (证 ) 一 如 友良) 二 如 训 ， 


由 前 段 知 其 为 绝对 收敛 ; 若 a 之 b, 级 数 为 _ 
> (+) 二) 一刀 二 + 加 浅 (和)， 
一 个 发 散 级 数 与 收 伊 级 数 的 和 , 故 为 发 散 级 数 . 
[2822] > (a>0,6>0). 


解 记 a, 一 .由 于 


1 
@ 十 可 
1 十 儿 +1 


0) ”本 十 


| =max(a,b), 


noo 


其 中 9 四 28 扑 ，0<g<<1, 故 收 化 半径 民 一 max(a, 妨 ; 收 合 区 间 为 (一 R,R). 


max(a,b) 


当 |zx|= 二 R 时 ,由 


[2823} 于 (a0). 


解 记 w 一 -发 .由 于 lim | 和 | 一 limao 一 1, 故 收敛 半径 R=1; 收 敛 区 间 为 (一 1,1). 
a n> | Antl noe 


当 zx 一 1 时 ,级 数 为 》) 雹 由 于 


( a 1 I] ， 

?| 一 本 三 一 一 一 一 一 一， 

LA 1 Wi+vnTti 
Vn 二 + Vn 十 1 


且 上 式 右 端 第 一 个 因 式 当 ”~co 时 趋 于 lna, 故 当 a>>1 时 ,上 式 趋 于 十 cc, 因而 级 数 收 和 敛 ; 当 a<1 时 ,上 式 
趋 于 一 吕 , 因 而 ,级 数 发 散 ; 而 当 4 二 1 时 ,由 于 通 项 为 1, 故 级 数 也 发 散 . 


当 z 一 一 1 时 ,级 数 为 >) (一 1)" -大 . 当 a>1 时 ,级 数 绝对 收敛 ; 当 a<<1 时 ,由 于 通 项 不 趋 于 零 , 故 级 


数 发 散 . 
总 之 , 当 |z|=1 下 a 之 1, 则 级 数 绝对 收 化 ;着 “< 魏 1, 则 级 数 发 散 . 


【2824】 。 
> Vn 二 
、 3 和 
解 ” 记 a, 王 一 = 一 . 由 于 
n° 二 1 
lim = lim3*™ AC 
= ET 


故 收敛 半径 尺 ==1; 收 敛 区 间 为 (一 1,1). 
当 x=1 时 ,级 数 为 


2 
一 一 一 一 . (1 
和 Van’ 二 1 ) 
1 "1 
《 *) ， 已 
由 于 0<- 声 于 < 35 且 之 3 收 钱 故 级 数 (1) 收 伍 . 


当 x 二 一 1 时 ,级 数 绝对 收敛 . 
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总 之 , 当 |z| 王 1 时 ,级 数 绝对 收敛 . 
x) 利用 2823 题 的 结果 . 


(2m1! 
[2825] > rr 


(2n)11 


解 记 a 一 oT 二 lim 经 半 3 一 1, 故 收 钱 半径 R 一 1; 收 敛 区 间 为 (一 1,1). 


-288 十 2 


当 x 一 1 时 ,级 数 为 > 0 


(27)11! 


je | _22 二 3 , 即 |a,|>|awti|, 且 有 |a,|>0, 故 级 数 27 (1D" aati5T1 收 


|ant | ”2x 二 2 


当 x 二 一 1 时 ,由 于 


伊 . 但 > 2 发 散 , 放 当 z 一 一 1 时 ,级 数 条 件 收 人 


[2826] > (2) 
n=1 


解 记 a.= 人 了 (三 ). 由 于 lim 


n! no0 


-二 可 一 1, 故 收 敏 半径 尺 =1; 收 化 区 间 为 (一 1,1). 
(1 十 


Qntl 


当 z 一 一 1 时 ,级 数 为 


> 证 (三 ) . (1) 
由 于 
GD) 二 > 
且 > 二 发 散 , 故 级 数 (1) 发 散 . 
当 zr 二 1 时 ,级 数 为 
> (CD" 南 (三 ) (2) 
由 于 调 ( 似 ) 一 - 霹 计 故 im 击 ( 专 ) 一 "又 由 于 


=— >1 (n=1,2,.…), 


(+ 二) 


故 |es| 之 lerr1. 因此 ,级 数 (2) 收 敛 . 但 由 于 级 数 (1) 发 散 , 故 级 数 (2) 条 件 收 化. 


Qntl 


[2827] > (1+ 玛 +… 十 过)z 
解 
当 |z|=1 时 ,由 于 ae- 十 ce (nz 一 co), 故 级 数 发 散 . 
T2828] > B+ DY, 


1,1). 


提示 记 a ,Lt Dy ,yim WaT —4. 
解 记 a 一 目 二 (站 .由 于 fim YTarT 一 4, 故 收 伊 半径 尺 一 士 ; 收 化 区 间 为 (一 十 ,二 )， 
当 zx 一 于 时 ,级 数 为 


> LB3+ CD) 01) 
1 


n°» 4” 
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将 它 拆 成 两 部 分 ,一 部 分 为 》) 去 ,一 部 分 为 >， -Ta 前 一 级 数 显然 发 散 , 而 对 于 后 一 级 数 ,利用 
k=1 k=1 : 
柯 西 判别 法 或 达 朗 贝尔 判别 法 易 知 其 为 收敛 . 因此 ,级 数 (1) 发 散 . 
当 z= 一 子 , 同 法 可 证 , 原 级 数 可 拆 成 一 个 发 散 级 数 与 一 个 收敛 级 数 . 因此 , 它 是 发 散 的 . 
~ (1+2cos 王 ) 
[2829]  》 一 一 一 一 一 


n=2 


本 
lnn 


(1+2cos 王 ) 1 1 1 
解 记 w 一 一 一 一 .由 于 jimYTaT 一 3, 故 收 敏 半径 R 一 村 ;收敛 区 间 为 (一 村 ,可 小 


lnn 


当 |z| 一 计时 ,对 于 二 8k, 由 于 


> (1 二 2cos2kr) 。 之 0， 


和 2 In8gk 五 ]- 请 ET > 
1 ~ 1 、 
且 之 En 发 散 , 故 级 数 TREE8 发 散 . 
不 难 证 明 : 当 n= 二 8k 十 1,8k 十 2,… ,8k 十 7(k 二 1,2,…) 时 ,级 数 
1 n 
土 了 ) (1) 
收敛 . 事实 上 ,地 二 单调 趋 于 零 , 且 


DL to) | -<> <» ( 于 区 ) < es 


n=2 3 


根据 狄 利克 雷 判别 法 可 知 级 数 (1) 收 敛 . 
于 是 , 当 |x|= 计时 , 原 级 数 是 由 一 个 发 散 级 数 与 诸 收敛 级 数 依次 相 加 而 成 的 . 因此 , 它 是 发 散 的 . 


- 2 
【2830〗 > 去. 
n=1 


解 记 a, 一 玄 . 由 于 limYar 一 言 及 limA/ 六 一 1, 故 收 伍 半 径 尽 一 1; 收敛 区 间 为 (一 1,1)， 
当 |z| 一 1 时 ,由 于 级 数 > | (二 2 一 | = 去 收 俩 , 故 原 级 数 绝对 收 生 . 
n=1 n=1 
2 (—])WV] 
[28311 >) OCD, ( 普 林 斯 海 姆 级 数 ). 


YY 
解 记 a, 一 < 一 汪 一 .由 于 lim |- 


当 z 一 1 时 ,级 数 为 > 导 DD, 它 是 条 件 收 伊 的. 


De ba 


= 2 . 记 A,={zl[CV = 上) (一 12,…). 显然 A, 内 的 元 素 可 


当 z 一 一 1 时 ,级 数 为 > CC 
写成 n 一 十 s, 而 s 一 0,1,2，,: 21. 考 碟 


CW 2 (一 C++ 22 (一 1): 
“ 宅 n 2 L2 十 s 之 Z2 十 5 
1 (zi Fz) ”” (天 2 RF < 了 (7 一 1.2,…). 


由 于 > 去 收 化, 故 > u 收敛. 注意 Ai 门 Aj 一 0 (i 关门 , 且 A1U As UAsU… 就 是 全 体 正 整 数 . 易 证 》) 6b。 


与 5 w 同时 收 全 或 同时 发 散 . 由 此 可 见 ，> 5, 收 伍 ,因而 ,显然 是 条 件 收敛 的 


x) 利用 2672 题 的 结果 . 
【2832】 求 超 几何 级 数 


和 se 二 DEL。 ae 十 DCe 十 一 1)808 二 108 十 za 一 1 ,1... 
1 TD tn 7 二 DC 一 1 十 
的 收敛 域 . 
、 _a(a 十 1)…(a 十 2 一 1)808 十 1)… (8 十 2 一 1 . an (2 十 1)(7 十 7) 
解 记 ^， 1 。 2…77C7 二 1，…(7Y 十 2 一 1) :由 于 lim|a | imegpn pT) 


故 收敛 半径 尺 ==1; 收 敛 区 间 为 (一 1,1). 


av 8B， .aa 十 1)…(a 十 2 一 1)808 十 1 Btn 1) |... 
1 十 nly(y 十 1)…(y 十 n 一 1) 十 …. 


由 于 


tt (16,1 SL), 


Cn 1 


故 当 y 一 a 一 8 十 1 之 1 即 y 一 a 一 8 之 0 时 ,级 数 收敛 且 也 是 绝对 收敛 的 ; 当 y 一 xc 一 PE0 时 ,级 数 发 散 . 


当 z 一 一 1 时 ,由 上 可 向 ,| 攻 -| 一 1 十 于 和 人 + 秀 , 当 7 一 s 一 8>0 时 ,级 数 绝对 收敛 ; 当 ye 一 
一 一 1 时 ,从 某 项 开始 ,将 有 
即 la 一 las， 
。 不 明 于 笃 , 级 数 发 散 ; 当 _1<)。 8 时 ,在 弃 去 若干 个 开始 项 以 后 ,就 变 成 每 项 的 绝对 值 单调 北大 的 交 


错 级 数 了 .站 这 时 ,把 东 通 大 (从 对) 的 入 限 估 丰 下 列 无 


I (at n) (B+ n) 
= (na 十 1)(7 十 ?72) 


的 值 更 为 方便 . 由 于 
> 一 a 一 B+1 多 ， 
之 ! "nl “ 2 十 芝 ) 一 co 〈|0| < 委 AD) ， 


™o 


故 上 述 无 穷 乘 积 的 值 为 零 , 即 a, 习 0C(n->o0). 因此 ,级 数 收 化 . 当 Y 一 a 一 8 二 


穷 乘 积 的 值 异 于 零 ,因而 a, -人 0, 级 数 发 散 . 
综 上 所 述 , 现 将 超 儿 何 级 数 的 敛 散 情况 列表 如 下 : 


ao 
这- 一 1 十 总 , 故 无 


|zl1<1 绝对 收敛 
zl>1 发 散 
| Ya-B>0 绝对 收敛 
7 一 ac 一 8 委 0 发 散 

7y 一 ac 一 8 二 0 绝对 收敛 

一 一 1 一 1 < 7y 一 ao 一 8 委 0 条 件 收敛 
一 8 委 一 1 发 散 

求 下 列 广义 品级 数 的 收敛 域 : 


【2833】 > zi (1) 
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解 ” 记 wa 一 区 区 由 于 lim |- 


二 <1 ( 即 z>0) 时 ,级 数 绝对 收敛 ; 当 rz<0 时 ,级 数 


发 散 ; 当 xz 一 0 时 ,级 数 为 》) 和 六 二 (1 于) 的 收敛 域 为 (0, 十 eo) 


[2834] >) 二 sin pe 


n=1 


解 记 av 一 sin 六 由 于 


- 开 
1 2n+1 272 十 1 


计时 ,级 数 绝对 收敛 ; 当 |z|<< 羡 时 ,级 数 发 散 ; 当 |z| 一 于 时 ,由 于 

Tim2 sin 区 一 x 天 0， 
故 级 数 发 散 . 于 是 ,级 数 》) 二 sin 亚 的 收敛 域 为 (一 co, 一 去) 及 ( 却 , 十 cc) , 即 满足 不 等 式 |z| 之 到 的 一 
z 值 所 成 的 集合 . 


十 co 


【2835】 >) 到 . 


级 数 > 庆 的 收 做 域 为 (一 oo ,十 cc) "而 级 数 > (一 


n=1 


此 ,级 数 亲王 27 的 收 化 域 为 (一 oo,0) 及 C0, 十 o0), 即 满足 不 等 式 0<|x| < 十 oo 的 一 切 x 值 所 成 的 集合 . 


N= 


x ) 利用 2815 题 的 结果 
加 四 
【2836 和 (1+ 二 ) a™. 


n=1 


点 ) 的 收 敏 域 为 (一 ,0) 及 (0, 十 co). 因 


解 记 &, 一 (1 二 十) ”, 则 原 级 数 为 > a,(e“)". 由 于 
四 1] vy" - 
lim VlasT=lim (1+) 一 e 1 ， 
故 当 |e 一 | 一 -二 一 e 即 当 1 十 z>0 或 z> 一 1 时 ,级 数 绝 对 收 伍 ; 当 x 三 一 1 时 ,级 数 发 散 ; 当 x 二 一 1 时 ,由 
于 


2 


， ly ，， ” 
lm(lti) < le 1#0, 
n 


2 


故 级 数 发 散 . 于 是 ,级 数 >， {1 十 二 ) ”e-* 的 收 伍 域 为 (一 1, 十 co)， 


sn 3n 1)3 
【2837 了 DY 了 -Cn tannz， 
n=1 


(3n)1 
、 _ 37(n1)’ 
解 ” 记 a, 一 C1 . 由 于 
lim 一 lim43n 十 DC 十 22 一 1 
nojanH | wm 9(2a 十 1)3 ' 


故 当 |tanz| <1 即 当 |z 一 tr|<< 亚 (为 整数 ) 时 ,级 数 绝对 收 敏 ; 当 |z 一 杂 | > 于 时 ,级 数 发 散 . 当 |z 一 tx| 一 于 
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时 ,级 数 为 


由 于 


Un 


(3n 十 1) (3n 十 2) 
9(n++1)? 


<<1， 


Qntl 


故 lo.|<<1a- |, 从 而 ,ae，- 刀 0, 级 数 发 散 . 于 是 ,级 数 >， 3 tanrz 的 收敛 域 为 满足 不 等 式 |z 一 An|< 


了 王 (& 为 整数 ) 的 一 切 z 值 所 成 的 集合 . 


【2838】 按 二 项 式 x 十 1 的 非 负 整数 次 罕 展 开 函 数 f(x) 二 zz. 

解 解法 1:fC(zx)==[(x 十 1) 一 1 了 ==(zx 十 1); 一 3(z 十 1)? 十 3(z 十 1) 一 1. 

解法 2: f( 一 1) 1, f'(—1)=3, f’(—1)=—6,f”(—1)=6, f°(—1)= ff (一 1) 一 … 一 0， 
于 是 ， 


f(z) 一 一 1+3(z 十 DD) 一 闸 (Zz 十 1)? 十 闸 (z 十 1)? 一 一 1 二 3(z 十 1) 一 3(z 十 1)? 十 (z 二 1) 


[2839】 把 函数 f(z)= 汪 


二 《〈e 夫 0) 按 以 下 方式 展开 为 笑 级 数 ， 


(1) 依 工 的 宕 展开 ;(2) 依 二 项 式 x 一 6 的 寡 展 开 , 此 处 5 天 ai(3) 依 二 的 等 展开 . 求 出 相应 的 收敛 域 . 


解 (1) /站 = 二 一 二 = 二 六 (三 ) = -后 , 收 煞 域 为 lz|<1al. 
1 一 二 n=0 n=0 
a 


一 1 ~- 1. 1 CD 加 一 
(2) /一 二 一 -5 2 = +, 收 伍 域 为 jz 一 中 <|a 一 中 ， 


并 ~ Bb) 
! a—b 
1. 1 .lye Ye 
GD AD 站 ( 生 ) 一 一 刀 二 rT' 收 合 域 为 |z| 之 lal. 
I I 


【2840】 按 差 + 一 1 的 非 负 整数 次 宕 展开 函数 Az) 一 Inz, 并 说 明 展 开 式 的 收敛 区 间 . 求 级 数 > Db 
的 和 |. 


解 f(D=In[1+(z 一 D]= 3 (一 DIS (1) 
n=1 
收敛 区 间 为 |r 一 1| 过 1 或 0<z<2， 


当 z 一 1=1 即 当 z=2 时 ,级 数 为 > ~ 全 了 .显然 收敛 , 故 当 0<x<2 时 ,级 数 (1) 收 敛 . 


由 于 Inz 在 z 一 2 连续 , 故 当 z 一 2 时 ,(1) 式 也 成 立 , 即 了 ) (一 过 一 一 In2. 
n=1 


写 出 下 列 函 数 按 变量 x 的 非 负 整 数 次 桂 的 展开 式 ,并 求 出 相应 的 收敛 区 间 : 
【2841】〗 f(x)= shz. 


_eme 1 ba Ca bad (—1)"r" ai zr”! 
解 f(z) 一 3 -六 [三 2 |- 之 /22 二 1T， 
收敛 区 间 为 1z| 玫 十 ce 或 (一 ,十 co). 

【2842】〗 f(x)= chz. 


“一 一 一 


解放 z) 一 和 < 收 仇 区 间 为 (一 ,十 co)， 


【2843】〗 f(x)= sinx. 
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_1 一 cos2z_ 1 a 二 ， 一 1 并 
解 /zx 一 [1 > 2 2 OD"™ Tar 


n=0 
收 伍 区 间 为 (一 co ,十 ce)， 
【2844】 jz) 一 az (ea>>0,a 天 1). 


解 f(z) 一 em 一 》) ez 由 于 


n= 


故 收敛 半径 R= 十 oo; 收 化 区 间 为 (一 oo, 十 co). 
F2845] f(x)= sin(wuarcsinz). 
dt 
WA 


3 5 
» u » u 。 
f(z)=uarcsinz— 3T(Carcsinz) 十 5 1 (arcsinz)’ 一 


1。，3 
2。14 


解 arcsinz 一 一 (1 十 埋 z 十 六 十 … )at=z+ 2s 世 十 


ut 二 HT 
收敛 区 间 为 (一 1,1). 
F2846] flx)=cos(uarcsinz). 
2 4 2 2 
解 f(z)=1 一 条 (arcsinz) ?十 和 (arcsinz)* “二 1 1 二 2 2) x! 


收敛 区 间 为 (一 1,1). 
【2847】 写 出 函数 f(z) 王 x” 按 差 z 一 1 的 非 负 整 数 次 寡 展 开 式 的 前 三 项 . 


解 f(z) 二 xz’， f(1)=1; 
三 (z) 一 三 (1 十 Inz)， (1) 一 1; 
f(z)=7x (1 二 lnr) +x!, f(1)=2; 


f "C2) = (ltlne) +2r tan) + (Inrteet), f"01)=3. 


于 是 ,展开 式 的 前 三 项 为 
1 十 (x 一 DD 十 (zx 一 1)? 十 序 (z 一 1 十 …， 


收敛 区 间 为 |x 一 1| 过 1, 即 0 过 zx 过 2. 


1。3 
2 4。57 


5 十 。… 


【2848】 写 出 函数 F(z) 一 (1 十 z)= (zx 关 0) 和 f(0) 二 e 按 变量 z 的 非 负 整数 次 短 展 开 式 的 前 三 项 . 


解 f(z) 二 (1 十 z)E(zx@#0),，  f(0)=e; 


f(D 一 (+) 一 六 In 二 2 了 zs |- ata#[ 垃 (z 一 于 十 


区 


一 (1 十 避让 | 去 一 和 一 于 -上 +oCz) | zz#0)， 


由 微分 学 中 值 定理 知 大 畔 二 大 呈 一 /1(), 其 中 & 介 于 0 与 x 之 间 , 从 而 ， 


f° C0) =—limf Df limf (© limf (一 一 上 
ed -0 E00 
ny 1 1 _z 1 | 2 | 2 1 
f 〈(z) 一 (1 十 z)= {[ 3 了 一 1 olz) | | win(l+z) ZUTD 
= i1/[li1_z__l 2_ .1 
一 GT) 人 3 “1 十 toCz) | 3 IF Ty ) 
仿 上 可 得 
丸 _ 二 ， 
f (0) 2° 


Tar 


| 


十 oi (xz) ) (Zz 天 0)， 
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1 I 1 
f ”x)=(1+x)t {[ 去 - 手 -- 竺 +ocz) | 
1 工 1 [2_ 1 
+3| 页 3 ra) [3 + 二 +otz) | 
+| 一 二 ma 二 -二 + 去 一 人 | czzo) 
区 ETE) (Ci 二 zx) x (1+x)’ | 7 
同 理 可 得 
»(0)——2l 
f° 0) ge 


于 是 ,展开 式 的 前 三 项 为 e( 1 一 亏 z 十 下 空 一 褒 也 十 … ) ,收敛 区 间 为 (一 1,1). 


【2849】〗 将 函数 sin(z 十 A) 和 CD h 的 非 负 整 数 次 窄 展 开 . 


解 ”sinC(x 十 h) 二 sinxcosh 十 cosxsinh 二 sinx* (一 条 + 生 一 …) 十 cosz， (一 行 + 生 一 …) 
一 Sinz 十 Acosz 一 知 sinz 一 气 cosZ 十 … 
同 法 可 求 得 
cos( 工 十 产 ) 一 cosr—hsinr 生 cosz 二 全 全 sinz 十 … 
它们 的 收敛 区 间 均 为 (一 02 ,十 oo). 
【2850】 不 进行 实际 的 展开 工作 而 求 函 数 Kx) 一 一 -二 -的 宏 级 数 展开 式 的 收 伍 区 间 :(1) 依 的 
寡 展 开 ;(2) 依 二 项 式 x 一 5 的 容 展 开 . 
解 (1) 由 于 
工 一 2 3 1 1 
Te zi 1] 一文 1 一 工 ” 
2 3 


及 等 式 右 端 第 一 项 的 展开 式 的 收敛 区 间 为 (一 2,2) ,而 第 二 项 的 展开 式 的 收敛 区 间 为 (一 3,3), 取 其 公共 部 
分 , 即 得 函数 /(z) 展 为 关于 工 的 寡 的 震级 数 的 收敛 区 间 为 (一 2,2). 


3 2 _3, 1 2. 1 
zi—5r+6 (zr—5)42 (Cz—5)T3 2 z-5 3 x—5° 
2 3 

上 式 右 端 第 一 项 的 展开 式 的 收敛 区 间 为 |x 一 5|<2, 而 第 二 项 展开 式 的 收敛 区 间 为 |z 一 5|<<3, 取 其 公共 部 


分 , 即 得 函数 jzxz) 展 为 关于 x 一 5 的 蜘 的 短 级 数 的 收敛 区 间 为 |x 一 5| 二 2 或 (3,7). 
利用 基本 展开 式 工 一 V , 写 出 下 列 函 数 关 于 zx 的 震级 数 展开 式 
【2851】 e-*. 


加 


n=0 
【28S2】 cos:x 


， _1+cos2z 1 ,1 (2z)2 2 加 
解 cos:z > 元 十 也 2 (—D" wonr™1+ 2 (—D" tonyi” (jz|<+o0). 
[2853] sin3 z. 


十 
Xx” 1 , 32"t1 x2"+t1 


| 
"TD TD" nt 


解 sinxz 一 二 sinz 一 村 sin3z = 闻 >» ( 


[L2854] 
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(1 )? 
1 -2 
解 ( 工 一 工 ) 4 一 3) 
(一 2( 一 2 一 D 一 2)( 一 2 一 D)…( 一 2 一 ahD 
一 1 十 (一 2)( 一 站 十 站 
= 2) (nt+Dxr" (zl|<1). 
n=1 
2856 一 一 . 
[ 1 1 一 2z 
解 A 
er 
(去 ) (去 -1) (- 吝 )(- 记 -1)(- 记 -2) 
i 出 2D4 一 2 s+ | 
一 z 二 二 二 十 一 二 > tz "(zl< 广 ) 


当 x= 一 去 时 ,上 式 右 端 为 一 交错 级 数 


_1 C2 D1 
zt 2 1 (2zD)11 “ 


利用 2689 i 即 知 它 是 收敛 的 . 


当 xz 一 于 时， 二 寺 无 定义 ， , 故 不 必 研 究 级 数 的 敛 散 性 . 从 而 ， 


_ Dl (lel 
有 > (ar) 
1 十 工 


1 一 z 


[2857]】 ln 


解 In 一 六 [lnG1+z) 一 In(1 一 z)] 一 二 [> 1)"! > (一 1)"1 | 


n=1] 


i r+! 
一 (Ix|=1). 
2 2n 十 1 


x 


1+zx—2x:° 
提示 将 所 给 函数 分 解 为 部 分 分 式 ， 


1 1 1 lre ， .4 1 ee 
解 ria 3 (I if)-3[> x" D2) (2)°z ]= 亏 之 [1 一 (一 2)"]z 


【28S8】 


1 一 工 n=0 n=0 
(zl<< 玛 )， 
【2859】 二 至: 
提示 仿 2858 题 . 
解 这 二 二 + + +t] (lzl<1). 
6 


文 
[2860) (1—x)(l—zx:) 
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提示 先 将 所 给 函数 分 解 成 部 分 分 式 , 再 利用 基本 展开 式 及 2855 题 的 结果 . 


z l,l1. 1 1. 1 
解 (1—7x)(1— zx’) 4 1+zx 4 1i—x 2 (1 一 z)? 
1 ~ lv ae) 
= 一 于 2 (一 D"z" 一 下 2 "十 也 2 (n+ Dz 


*) 利用 2855 题 的 结果 . 


【2861】 Tix 
1 1 1 1 1 
解 一 | 十 | 
lx 5 (十 工 5| V5 1 1 
(++) 
_1T 2 2 -1 2 2 1 
-Li -博古 让 Ti) ] 
1 ~ 2 "+1 i 2 n+l ， 
- 壤 忆 | #1) 十 (一 1 Fi) 上 
_ 1 BF ,V1 , V5—1 
- 育 吕 [和 2) + 入 2) < 
1 
L2862] 1 十 x 十 x? 
解 1 _1[ | 1 ll | 
2 1 上 
1 十 zx 十 zz WL tli zt ttf 
liltivs 1+iV3 Y 1 一 iV3 1 一 iV3 V7 
-2 (rl) 2 (+i) 
if ltiV3N 1—iV3 ， 
| 2 ) > DD) > 
VY /iV ， 
协 也 | (到) (2) 
由 于 
ov (HE) (SE) ] 
=( 一 D"| (cos 所 isin 扫 )” (cos 3 isin#) | 
—(—1"[ (cos dati sin lx ) — (cos ri sinzs tr) | 
一 (一 D" 2i in lx 一 2 (一 Drsin| (nt Dr— 2 | 
一 2i1。 (一 D*| —cosC(nt Drsin 2 | 
2i。( 一 1)”。( 一 1)。( Drrasin 2 二 kx 一 2i sin2C 十 1， 
故 得 
1 2 S 2C 十 1) 
IFiT7 所 和 7 ? 
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2 2 ) 
i ， - 二 1; 即 |x| 过 1, 
其 中 II<min( TFT TI 
xcosa— zx? 
【2863】 1 一 2zcosa 十 
Zcosae 一 1 一 工 [ cosa 十 i sina cosa 一 ij sina ] 
解 1 一 2zcosa 十 2 2 Lz 一 (cosa 十 i sing) 工 一 (cosa 一 1 sina) 


1 1 1 ] 
1 十 也 [ce sna) t 1—zCeosa Ti sina) 


-—1+ 寺 [> Xx"(cosa—i sina)" 十 六 x" (cosati sina)” | 
n=0 n=0 


1 总 ， ， . 
三 也 2) x" (cosna—i sinnat cosnat i sinna) 


。 1 1 
其 中 lzl<min( |cosa 十 i sina| ”| cosa 一 i sina| ) 1, 即 |zj<1 
. 。) 
Sin 
【28641 1 一 2zcosa 十 2 
解 sinaw = 部 | 1 1 ] 
1—2zxcosat+x: 2 Lz 一 (cosa 一 isina) zx— (cosati sinay) 

ix [ cosa— i sina Cosa— i sing ] 
2 1 一 Z(cosa 十 i sina) 1—x(cosa—i sina) 


= 芝 [— Dx Ccosati sina)™ + Dr (cosa—i sina)™! | 
n=0 天 一 0 
iz 马 、 ， 
也 >» x"[—cos(ntl)a—i sin(2 十 1)a 十 cos(2 十 1)a 一 isin(2 十 1)o] 


oo ~ 
一 >») ZX"t!sin(n 1)a= >») ZX" sinng, 


no n=0 


其 中 |zx|<1. 
*) 译本 为 一 Fi 二 zz， 两 者 答案 实质 上 是 相同 的 . 
Zsha 
(2965] 1 一 zeho 二 去 
解 xsha 1 [ cha sha cha 一 sha ] 
1—2xchat+zx: 2 Lz 一 (cha 十 sha) 工 一 (cha 一 sha) 
1 er e“ 1 1 1 
Ee | | +e | 
= 方 [ 一 >) Ze * 十 >， ze |= > ZX" shna, 
n= 人 0 n=0 n=0 
其 中 |z| 二 min(e™*,e*) 二 e I. 
1 
【2866】 一 一 一 一 一 一 . 
(1—z) V1l—zx 
3 3 
1 =(1 mee 2) "+ ?2)" 
(1 一 妇 ) Vi—z 气 n! 一 
《2 十 1)11 ,, 
一 和 Tail < (lz|=1). 


【2867】 ln(l 十 zx 十 zx 十 x ). 
解 lIn(1 十 xz 十 x 十) 二 In[ (1 十 xz)(1 十 x?)] 二 ln(1 十 xz) 十 In(1 十 zx?)， 
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但 


一 a1 < ， 
ln(1 十 z 一 >) (一 《一 1<x 和 1) 


n=1 
ed 2n 
ntz)= 2 DTT (lSreD), 
一 了 
故 当 一 1<z 委 1 时 ,有 
一 n a 2n 
In(1 十 x 二 十) 二 > (一 DD)"! 忒 十 SY (一 TD: 三 


n=1 n=] 


~ m1 袜 ” ~ [加 1 一 1 im 
一 1)” mt 2 1 有 [1 十 (一 1D)7] 寺 


-Vy (一 1)" 十 (一 1)52-I[1 十 (一 1)” ] 


mm 


m=1 


E2868]】 er cos(Czsina) 
解 ”首先 注意 到 


加 四 ie 
Tcosa 十 irsina — pr(cosatisine) 一 cre 
e —e 所 


的 实 部 就 是 er"” cos(zsina). 为 此 , 先 求 ere” ， 
re 一 > 1 a )" 一 > Es im -一 ~ 工 。 
° 2 nl! (ze ) nle 一 2 nl cosnati sinna). 


n=0 1 * n=0 


比较 上 式 两 端的 实 部 , 即 得 
ercow cos(Zsina) 一 2 x (|z| 过 十 oo0). 


比较 虚 部 ,还 可 得 到 
ercoswe gin( xsing) 一 2 Sezr (lz| 过 十 2). 
首先 展开 导数 ,然后 用 近 项 积分 的 方法 求 下列 函数 的 密级 数 展开 式 . 
(一 Do 


〖【2869】〗 f(x) 二 arctanz, 求 级 数 zj 一 1 的 和 . 
n=1 


X21 


解 arctanz= | 和 TT = 3 《一 1)” ti” ) dt 一 > (—1)" pe 


这 里 逐 项 积分 的 条 件 是 满足 的 . 事实 上 , 当 :€E[0,x] 且 |x|<1 时， > (一 1)"%*” 是 一 致 收敛 的 ,并 且 各 项 均 
连续 . 以 下 各 题 类 似 ,不 再 一 一 说 明 . 上 述 级 数 的 收敛 区 间 为 |z| <1， 当 |zl 一 1 时 ,为 交错 级 数 , 且 满足 莱 布 
尼 芯 判别 法 的 条 件 , 故 在 端点 x 二 土 1 处 ,级 数 均 收敛 . 因此 ,级 数 的 收敛 域 为 |z| 志 1, 在 其 上 展 式 成 立 . 

令 z 一 1, 即 得 


oo 1 
2 (TL 2n 二 1 
【2870】 f(x)= arcsinx. 


解 arcsinz 一 上 


加 名 (一 1)"1: _ 
一 > Dn 二 arctanl 一 4 


dt [rz ~ C2n— D1!! 加 Qn— DI! rr! 
o Vi [+ 这 (C27 11 ]a z+ > “21! Znt1 
收敛 区 间 为 1z1<1. 当 1z|==1 时 ,利用 2604 题 的 结果 ,由 于 参 十 9 一 去 十 1>1, 帮 级 数 收 化 .因此 ,级 数 的 收 


敏 域 为 |1z| 委 1, 在 其 上 展 式 成 立 . 
【2871】 ACz) 一 In(z 十 ME 
Qn— Dl!! ,2 ]u 


解 In(z+ ViTz)=[ A = i 


» 《27 一 1)11 x*”"! 
一 z 十 > [CD 21 2 十] 
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收 敏 区 间 为 |zj<1. 当 |x|==1 时 ,级 数 为 绝对 收敛 . 因此 ,级 数 的 收敛 域 为 |zl 委 1, 在 其 上 展 式 成 立 . 


【2872 了 f(x)=In(l1—2zxcosat x?). 
2 一 2cosa < 7 1 tcosa 一 纪 
1 
0 1 arosatred :| ( i Tce te) 


Sn cosna ，。 
-一 (全 Deco de ——2 D) eee", 


收 敏 区 间 为 |z|<1. 当 |zl=1 时 ,由 2698 题 知 , 对 于 0 过 a 之 x, 级 数 收 敛 . 因此 , 当 0 过 a 过 x 时 ,级 数 的 收敛 
域 为 |z| 志 1. 但 当 a=0 且 x=1 时 ,级 数 发 散 ; 当 a==0 且 zx 一 一 1 时 ,级 数 条 件 收 化; 当 a 一 x 且 x 二 1 时 ,级 
数 条 件 收 和 敛 ; 当 =r 且 -一 一 1 时 ,级 数 发 散 ， 

x* ) 利用 2863 题 的 结果 . 

【2873】 利用 不 同方 法 , 求 下 列 函 数 的 宕 级 数 展开 式 : 


解 ln(l1 一 2xcosa 十 zx) 


(1) FCz) 一 (1 十 z)ln(1 十 z); (2) f(z)=In 二 地 aretanz 

(3) f(x)=arctan fa (4) f(z) ~—arctan ai 

(5) f(zx)=xarctanzx—ln WwW1 十 2 ; (6) f(x)=arccos(1— 2x’); 

(7) f(x)=xarcsinxt+ V1l—x’; (8) f(x)=zxln(zxt+ V1li+zr’)— V1lit+x’. 


一 SE 1X Si nl 
解 (1) f(x) GTz) 2 D Trt 2 DT (zl<1)， 


n=] 


当 |x| 二 1 ee 因此 ， 人 
ZX 1 *) Zn 十 1 nn) 0 
(2) f(z) 一 方 > 艺 二 + 了 > (一 D" 翅 HT 一 之 / Fi (zl<1. 
x* ) 利用 2857 题 的 结果 . 
x x ) 利用 2869 题 的 结果 . 


1 2 一 2z\、 2 
(3) 由 于 了 C7) = (arctan TA ) Eye 故 


一 2 一 ma 一 
arctan 2 一 2 TI 于 人 一 一 ?| 二 Er Ttarctan2——2|" [ > (—1)" !(4#) 1 |dz+arctan2 
=arctan2+ 》 (一 D" 2 zm (zl< 工 ) 
arctan2+ 之 ni z| 扩 本 )， 


当 1x| 去 时 ,级 数 为 交错 级 数 , 且 满 足 莱 布 尼 区 判别 法 的 条 件 , 故 收敛 . 因此 ,级 数 的 收敛 域 为 |z| 祥 二 


2 一 并 4 二 x1 ” 


r 2 r 2 bed n 
arctan zx 一 和 di 一 [[Q+ 5 ): ~ | ) ]a 


“ 2 
(4) 由 于 f(z) = (arctan 2z ) = 结 纪 才 


0 


一 机 ~ [ 专 ] 12" ba x+! 
[2 D3 | 2 ET (zl<V2). 
当 |x| V2 时 ,级 数 为 


oa 


[总 ] 1 < [ 蔚 ] 1 
V2 > (一 D7 及 Vo Dr 二， 


天 一 人 0 


它们 均 由 两 收敛 级 数 
N -1 1 ~ -1 1 
之 (一 1) 2nF1 及 2 (—1) ns 
逐 项 相 加 并 分 别 乘 以 常数 /2 及 一 V2 而 得 , 故 它们 收敛 . 因此 , 原 级 数 的 收敛 域 为 |z|< 扫 V2. 


2natl] #*) 


， 1 4 
GD) TD=z CD 天 站 2 2 (一 1) 大 
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ZX 


tl lo 
-2 D"' 一世 2 1 二 
本 | Zz” 

-2 1 2n(2n 十 1) (zl<1. 


当 |z1=1 时 ,级 数 > 区 下 训 2 收 仇 . 因此 ,级 数 的 收敛 域 为 zj] 适 1 
*) 利用 2869 题 的 结果 . 


(6) 由 于 f(D [areeos(1 277)] 一 -月 有 大 (0) 一 0, 故 


一 2sgnZz。 [ [+ > ht | dz 


(2n— D1!!, zt! ] 
(2n)11 2n 十 1 


< dr 
os(l1—2x’)=2s nz | 
aree SY), /= 
一 2sgnz。 [z+ 


n=1 


ed 1 2n 
=21z| D+» . 了 ) |] Clzl<D 


当 |z| 二 1 时 ,级 数 为 
(2n— D1! 1 
2 [1+ (8 Co 1 1) | 
对 于 级 数 
Cn Dl 1 
2 m1 5] 
应 用 拉 比 判别 法 : 


. Cr _ 1， 62 十 5 3 
limn (2 一) 一 lim7 和 下 入 一 人 >1， 
即 知 它 是 收 化 的 . 因此 ,级 数 (1 ?的 收 和 敛 域 为 | z| 委 1. 


OA 3 
-< 
当 Iz| 一 1 时 ,对 于 级 数 > [各 寺 史上 二 和 7] 应 用 拉 比 判别 法 : 
tim) 一 >1 


即 知 它 是 收敛 的 . 因此 , 原 级 数 的 收敛 域 为 zi 委 1. 
x*) 利用 2870 题 的 结果 . 


@ fe0=z [rt DD EE] +i + (2n— D!! 
n=1 


2n!! 2n 十 1 tan 2 tt™ 


2n 十 2 


如 _ (21 一 1)11 x 
一 1 二 可 十 [ D" tra | (lzl 和 0 


x*) 利用 2871 题 的 结果 ， 
【2874】 利用 展开 式 


flzth)— fz)=hf (十 纯 ME ) 十 … 


的 唯一 性 , 求 下 列 函数 的 nn 阶 导数 ;(1) f(x) 二 =e” ; (2)+ f(r)=ef ; (3)+ f(x)=arctanz. 
解 (1) f(zth)— f(x)=erth 一 时 一 时 (ert —1) 


一 e?[ (2zh 二 局) 十 可 (2zh 十 局)? 十 … .+ 二 TC2zh 二 局 )" 十 … .]， 
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Tt ] 


其 中 心 的 系数 为 
?| 击 (2z)" to Pm 1 (27)" ?+ ray 


n(n—1)(n—2)(n— 3) 四 
27) 4 十 


CC(2z) 十: ] 


1) 


-和 [2 )" “十 2 也 (2z ?一 :十 
nt 


将 /(z 十 有 ) 一 f(z) 的 展开 式 中 加 的 系数 这 与 之 比较 , 即 得 


(em = | cz "+ 2 27)" + + Den 2 3) (rt. | 
Ah 
2 
a e a -4h 2 
(2) flx+h)— f(x)—eii—er=er(e ri 一 1) 一 er (eltz 一 1) 
de + bot + “一 1] 
a bid 1 had ah 1 mn 
es (> 去 [bo™ 2 | | 
Pe a” 2 hh vt2tl h mtl 
2 lr 宛 Do (过 ) > 一 De 一) CD 全) 
一 1™ =0 mm 


对 十 … 十 下 十 网 


-et 5) 1 = b> 2 (一 Daurmtmtm (之 ) 


mlz™ 


Da /hy su (—D"a" (hy. 
= 2 i (二 ) Cm 2 D3 ne (三 ) n—1 
:20, m 之 1 
2 (一 1)" /hy 本 
人 及 
fs 之 0, mm 之 1 
sD Ts ra _ el, 
mh 2 Ct Hie 1Anh", 
3 Cs_ia™ x’. 


s=0 


于 是 ,比较 pr 的 系数 , 即 得 
| 
(ez )™ -Ce 2) s1 CCs_a” x’ 


s=0 


(TD) [et a rte 。 一 2) an 22 


n(n—1)(n—2)。. 和 3) a ‘z+ | 


十 


*) 其 中 > 1=CHo 1 推导 如 下 ; 


令 |i<<1, 一 方面 由 二 ;一 3 


(=) = pp 全 -2 2 A 3 p> De= DPr, 


=0 0 kt 


其 中 一”) 1. 另 一 方面 ,又 由 


LT 
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mm 。。 十 
(二 ) 一 (一念 -m 了 站 m)(—m 2 (—m—s Dl): 


s=0 


p> < De mt Dmts—1) ,ss > Cr， 
5 一 0 


51 
s=0 ” 


由 需 级 数 展 开 的 唯一 性 , 即 知 P, 二 Cm-1. 


h 
3 
(3) 根据 arctanz 十 arctany 一 arctan 天 之 , 令 7 一 Hz -就 有 于 长 一 = 于 是 ， 
zy 1 十 - 工 _ 二 zh xy 
1 


f(xri+h)— f(x)=arctan(zt+h)—arctanr=arctan 2 2 一 arctanz 一 arctany 


-大 。 
1 十 和 并 


一 arctan( 


由 2869 题 的 结果 知 , 当 |y| 志 1 时 ,有 


yt! 


arctany 一 (一 1)” 之 
> dT 


而 当 太 很 小 ( 且 |zl 委 1) 时 ,有 


_h ， 1 _h x * 
> I+ 1 证 吉之 (Ft) . 
x 
于 是 ， 
Vv ml h /x 4]" 
fr) — f(x)= pk zi D* (Tt) | 
1 3 m1 hv" thi {zh Nt 
-1 2 1) znTri (TF) 之 之 2 1 ) htt 人 
i h ” _ xh 
1 2 1) (去 去 ) 3 (二) 
eo h 
= 1+ 32 Da :) zx (—1)Curs 
_ mf hx ho 
=1+ > 机 D"" (7 ) Ti lt 2 1) (TF ) A 
3 1 
其 中 A 二 >) TC 2 gr (n=1,2,.). 
其 十 一 六 s=0 
m 之 ]，s 之 0 


因此 ,比较 pr 的 系数 , 即 得 


tn) 但 一 工 
(arctanz) 裤 一 (一 1) 04 A.— 一 (一 1 a cy 3 2 TiC 
= Do | 工人 -12 二 
(一 1) cs 3 + 5 (n 一 1)zx” 十 | 


【2875】 依 二 项 式 x 十 1 的 正 整数 次 香 展开 函数 f(x) 一 ln FL 


解 f(z)= 一 In[1 二 (z+1)?] 一 一 了 (—D™! 二 (z+)”= Dy 
收敛 域 为 |z 十 1| 志 1 或 一 2<<x<0. 
【2876】 把 函数 f(z) 一 二 一 按 变 量 z 的 负 整 数 次 和 寡 展 开 成 宪 级 数 ， 


(zx 二 1)*” 
n 9 


提示 注意 f(x) 一 了 二- 一 一 二 。 


并 


(|z|>1). 


1 一 一 
并 
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_1 _livl__vl 
解 f(z) 一 一 工 一 i 3 (lz|>1). 


交 


【2877】 把 函数 /zxz) 王 lnz 按 分 式 = 生 的 正 整 数 次 筹 展开 成 震级 数 . 


一 1 
1 十 z 一 1 
提示 “注意 f(z) 一 Inz 一 In 一 十} (z>>0) ,并 利用 2857 题 的 结果 . 
1 一 zi 
工 一 1 
加 z+l 鼠  1 /zl 
解 f(x)=1ln 一 2 2 而 二 (于 i) (x>0) 
Zz 十 ] 


x) 利用 2857 题 的 结果 ， 
【2878】 把 函数 f(x) 一 一 -二 一 按 分 式 了 于 的 正 整 数 次 短 展 开 成 短 级 数 . 


vl+i+zx 
1 
一 工 。 1 __ 工 一 你 
解 rz) 一 [5 1 十 z 1 十 工 工 i (1 I) 
1 工 十 1 
__X Qn DDI/ x YY" Qn—DI/ x Ye 
-1 [1+ > (2n)1! (和) | -二 + (2011 (1) ， 


当 | 和 | <1 即 当 z=> 一 去 时 ,级 数 收 伍 . 当 i 2689 题 的 结果 知 , 它 条 件 收敛 . 因此 ,级 数 的 收 


伍 域 为 Z 之 一 万 . 


[2879】 设 /2 一 > 0 


y oe 1 a 
m1 之 之 而 DT 2 


证 f(x)f(y)= 


id， 
~ 
引 
3 
A 
人 Ske 
3 
Lo 
wl 


ee "ml | 
-六 之 rm 2 ma”) 


1 十 a2 ~ n * nn] Ting —n 


oo 


= DD ym )= Dty)" fty). 
n=0 1 * n=0 


ln! 


上 述 级 数 在 |z+| 过 十 2 及 |y| 二 十 co 上 绝对 收 全 , 故 重 新 组 合 是 允许 的 . 
事实 上 ,f(x)= 二 =e, 等 式 f(x) f(y)= 二 f(x 十 y) 即 为 指数 函数 的 特征 ， 
【2880】 若 我 们 定义 


rat! 


2 2n 
. _ 一 I 
SI 2 CD” 7 头 (27 二 11 SS > (TD" ar 


证 明 , (1) sinzcosz 一 村 sin27i (2) sin2z 十 cosz 工 一 1. 


证 由 于 sinz 及 cosz 的 宪 级 数 展开 式 在 1z| 扫 十 ce 内 绝对 收敛, 故 级 数 相 乘 或 相 加 、 减 均 仍 绝对 收 
敛 , 且 可 重新 组 合 . 因此 ,以 下 的 级 数 运算 都 是 合理 的 . 


. rt! 
(1) sinzrcosz 2 D" coy 2 (一 "1 1 
Binid 2n] 十 2my 十 1 
一 各 十 可 并 1 
2 2 DT 


n=0 nitng=n 
7 守 0, ng 守 0 


i aa 1 i 
> Dz 2 rt | 1 47 ， 


1] no = 
nl 守 0, np0 
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1 加 1 
天 中 全 之， C2m + 1)1C2n2)! a (2m t+1)! C2ns)! 
nn] 这 0， nz 守 0 nl] 0, ny 六 0 


1 (2nt+1D)! l .1 
(2n+1)! Ce (2n+1)! 2 ( ,人 二 ) 


一 1 .1 $ C2n+D)! _1., 1 22n+1 
(2nt+1)! 2 名 AIC2z 十 1 一 上 1 2 (2m 十 1)1 
bad 2nt+1 
从 而 得 sinzcosz 一 方 2 (—1)" 全 一 于 sin2z 


(2) sin2x 十 cos? 工 


rl 十 ma2 》 十 2 


2 (是 1 tk2) 
时 十 Re 四 + 1? 
->> 2 rf Dr DD ‘arr Ck 
了 1 Ed 


一 ~ — 于 2m 十 2 1 S — m2m -1 
-> | De 2 DIGGRTDT| + 2 TD 2 hi 
n= 加] 十 n2 = . 1 2 
#1 0, ng >0 ki >0, hy >0 


1 D+ Dt DD Dm,, 
n=0 


其 中 


1 1 
A, 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
,2 C2k1) 1 (2k2)! ,2 (Qn t1) 1C2nat1)! 


2 这 0, ng >0 


___l1 (2z 十 2)! _ (22 十 2)1! 
加 | 2 (2k,) ! (2k,)! > | 


《2m D+C2n2 +1)—2mt2 2m 二 1)1(2nz 二 1)1 
1 >0: ko >0 


这 0, 2 之 0 


|] 之 0, ky 之 0 


一 刀 人 
(2n+2)! | ,i Ce 之 nl ct] 


2m 了 一 1.3，…2 


1 

一 一 一 (— 1)Cirz 十 (—1):Ci, 

(2n+2) | 2 s=1, 之 | 
] 2nt2 


一 CT 2 (—1):C;4: 一 027 Fayitl+( 1)]?+: 一 0 (n=0,1,2, 
因而 得 sin?zz 十 cos:z 一 1 (|zx| 过 十 oo). 


0 ) 


oo 


【2881】 写 出 函数 /(z) 一 [> 二 了 的 等 级 数 展开 式 中 的 若干 项 . 


解 f(z)=(1 十 于 十 二 十 所 十 …) 
) 


n=0 


TX IX x 
二 1 一 (至 十 三 十 扫 十 … 


2 3 
二 1] 一 之 一 迄 一 之 
2 


3 37 (lzl<D. 


对 可 级 数 进行 相应 的 运算 ,从 而 求 出 下 列 沙 数 的 加 级 数 展开 式 : 
【2882〗 f(x)=(1+zr)e™. 


.一 十 CD 一 1。 
解 f(x) 二 (1 十 zx) > 1) 1 十 > [5 二 -+r J 


=1+ 3 (Dr i (|z|<+o0). 


n=2 


【2883】〗 f(z)=(1—zx)’chyz. 
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解 当 x 之 0 时 ， 
e+eA 1 鼠 T1 (CD 
chvz 一 2 一 过 之 [去 + nl j= 2 《27 1 
当 zx<<0 时 , 易 知 chVz 一 cos Vz| ,从 而 ， 
< ,VIzD”_ eC _r’ 
hz DOD" nT 2 nt 


故 chYz 一 > 7 这 1 (Ix|<< 十 oo). 于 是 ， 
n=0 * 
de 3] 
f(D 2 ) 2 cont! 2+ 2 ea Cr Tor 
(zl 过 二 00). 
【2884】 f(x)=1n: (lz). 
zx? 工 3 2 
解 f(z)=( I 2 3 … 
1 


Vv 1 1 li 
=- 2， [rr 区 71 十 50 一世 十 + 


1 1 1 1 1 1 1 ,1Y1 ， 
= (二 + 汉 ) 二 +( 计 1) 二 ++( 广 + 二)aT je 
=2 (1 二 + zl<1. 
当 z= 一 1 时 ,级 数 为 
Se 1 ,1 1 \(—D"! 
2 之 (+ 亏 十 可 十 … 十 元 ) 一生 
由 于 
1 1 1 1 1 1 1 
(1+ 志 十 … 十 寺 ) 吉 之 (1 十 了 豆 十 十 二 十 = 于 Tj3 (no 一 2,3，)， 
并 且 有 
1 1 1 C++lnnte, *’ 
i 一 0 (rco)， 
故 它 是 收敛 的 . 
一 SC < 1 1 1 
当 x< 一 1 时 ,由 于 27 5 发 散 且 原 级 数 为 正 项 级 数 , 故 2 2 (1 十 嘉 十 … 十 元 ) 也 发 散 . 因此 ， 
级 数 


z 


2 > (1+ 去 + 村 二 十 二 ) 于 


请: 


的 收敛 域 为 一 1 委 z<<1. 
*) 利用 146 题 的 结果 . 
{28853 (zxz) 王 (1 十 z2)arctanz。 
一 2 ~ _ 4 ~ n+l 1 1 n 
解 f=0tz) ("新 T1 -z+ 2 D ( 吉 二 一 志和 1 


n=] 


~ (—1)""! 2n+1 
x 
| 472 一 1 


x*) 利用 2869 题 的 结果 . 
[2886] f(x)=e’cosz. 


二 zx 十 2 (lz|<1). 


提示 “注意 er(cosz 十 i sinz) 一 2) 2 (cos ti sinz ). 


n=0 


解 ecosz 为 e* (cosz 十 i sinz) 的 实 部 . 由 于 


119， 


er (cosz 十 i sinz) 一 ee 一 e0 7 


一 二 二 [(1 十 Dz]* 一 > 于 d+"= > 五 [V2 (cos 至 +i sn )| 
一 > 2 (eos Tti sinzz ) ， 


nn 
-= 22 cos 一 


比较 上 式 两 端的 实 部 , 即 得 eicosz 一 了) 一 x (lzl<< 十 co)， 


n=0 


【2887】〗 f(x)=e’sinz. 
提示 利用 2886 题 的 等 式 . 
解 ” 利 用 2886 题 的 等 式 , 并 比较 此 等 式 两 端的 虚 部 , 即 得 


加 2 了 sin < 

er sin 并 一 2 一 人 (jxz| 过 十 oo0). 
ln(1 十 z) 

【2888】 f(T 。 


2 +1 


解 。 f(x) 二 p> (— DD"™ zx" 六 (一 D”2 过 二 


2 一 0 7m2 一 0 
= HD" ss (Dz 5 一 
一 0 no =0 nz 二 1 二 0 二 一 nz 十 1 
be 全， 


#0, ng 0 


= 5 [D1 (+ 二 + 于 + 十 寺 )z] clzl<D， 
| 


当 |x| 二 1 时 , 通 项 的 绝对 值 之 1, 显 然 发 散 . 因此 ,级 数 的 收 伊 域 为 |zx| 二 1. 
【2889〗 f(x)= (arctanx)’. 


1 1 LET 2 
(有 1 十 23 二 十 已 ] 


1 1 \、1 1 1 、1 1 ， 
(zi+ 1 ) 志 + (w=3+ 3 ) 训 +…+ (二 + 吉 一 ) 吉 | 工 


1 1 1 Ed 
1+ 富 二 证) 守 (|x|<1). 


| 
~ 

| 
请 
— 

3 


x) 利用 2869 题 的 结果 . 


( arcsinx ) 2 


【2890】 f(x)= 


解 令 g(x) 一 (arcsinz)? 一 >)， arx"( 一 1<x<1), 则 


n=0 


g (1) = esinz 一 DY nt Da (—1<z<1). 


V1l—x n=0 
由 于 pg(0) 二 gg (0) 二 0, 故 ao 二 al 二 0. 由 V1 一 xi gy (x) 二 2arcsinx 得 
/a xp (x) 2 
l—zx 9 C(x) 〈 一 1<z<1). 
“ ? Vl—x Vl-—zx’ 一 


即 
(zi) (rrp (x)=2 (一 1<z<1)， 
将 p(x) 的 展开 式 代 人 ;并 注意 到 ao 一 a 一 0, 可 得 


(1 一 好》 Dy mn 一 1)a xz 一 > na "一 
n=2 n=2 
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或 阿 1(7 一 1)av 工 ”2 一 D3 nianx" 三 2, 也 即 
n=2 


2as+6aszrt > [nt2) (ntlarz—na)r"=2 (1l<r<1). 


比较 上 式 z 的 同 次 短 的 系数 ,得 
as=1,， 四 一 0， oo (n 宕 2). 
从 而 可 得 
本 
于 是 ， 
p(z) 一 2 zi2 (一 1<x<1)， 
从 而 得 


224+1 (Rk1)? 
f(x)= xr (一 1<z<]1). 
和 (2 二 2) 1 


显然 右 端的 寡 级 数 当 zx= 士 1 时 均 收敛 ,而 左 端的 函数 当 z* 王 土 I 时 连续 , 故 由 寡 级 数 的 阿 贝 尔 定理 知 , 上 述 
展 式 当 x 二 1 及 Xx 二 一 1 时 也 成 立 . 
将 下 列 了 沙 数 按 变量 z 的 正 整数 次 需 展 开 成 恬 级 数 , 写 出 展开 式 ( 异 于 均 ) 的 前 三 项 


【2891] f(x)=tanz. 
解 ”解法 1; 直 接应 用 泰勒 公式 , 先 求 导数 ,有 


f(x)= tanr, f(0)=0; 
f(r)=sec’x, f (0)=1; 
f “(x)=2sec’ zrtanz, fF (0)=—0; 
f “(x)=2secixt tisec! rtan x, (0)=2; 
0O(z) 一 8sectztanz 十 8secz rtam’ x 8sec rtanr, 0(0) 一 0; 


5 (zxz) 一 32sect ztan2z 十 8secsx 十 16sectztan4z 十 24seci rtan: z+32sec' ztan2z 十 8secse7y， 


5 (0)= 16; 


2 16 XI | 2x5 bg 
于 是 ,f(z)=xt ar TFT (zl 一) 


解法 2: 当 |z| 三方 时 , 记 上 1 一 cosz, 则 16| <1, 有 


E3 


rl! 


Sinr_.. ,. i 
A cosz ST -> (TD ni 和 
oo ， 21 一 1 加 ， 1 rl co cx 加 jl 2 了 
之 《一 了 CT 十 《一 了 (27 一 1)1! 之 3 《一 1 (2k1) 
op I rl i jl xr! oo oo os hk 2 tt 
一 7 一 | 上 1 ttha tm > 
xz 十 2 (一 了 (27 一 1)1 之 《一 了) 《27 一 1)1! 之 忆 0 ‘2 1) (2k1)1.-. (2k,)! 
一 > m1 Ebi | SS titm—l XA! 
rt oD" Dit 2 DZ (TD C112R Te ok) 


2n— ec 

二 z 十 (—1)"! 工 十 一 1yn-1 x! 。 现 1 

z+ 2 CDI 2 Dz 之 之 ,2 CD” GT ah) 
记者 1 1 


Vd 


了 
m 
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其 中 A 二 1, 而 当 n 之 2 时 ,有 


(— DD” 
=D™ [yi mvt+2 22 2 vi rs 


em lmes kITtk ,=s 


人 > | 
例如 , 当 zx 一 2 (==1, s 二 1, m 二 1, 一 1) 时 ,得 
一 】， 
4: 一 3 
当 x 一 3 (1=2, s=1, m=1, k=1; (=1, s=2, m=1, k=2;l=1, s—2, m=2, k=1, kz 二 1) 时 ,得 
1 2 
于 +( 一 Dara1 2 十 ( Dar 上 十 于 21™15° 


3 
站 (|z|< 子 ). 


[2892】 f(x)= thz. 
解 ”运用 寡 级 数 展开 式 的 唯一 性 定理 ,为 求 展开 式 可 以 考虑 在 zx 一 0 点 附近 作客 级 数 展开 . 注意 当 |z| 很 
小 , 且 竹 级 数 中 常数 项 为 零 时 ,其 收 合 的 和 是 很 小 的 . 于 是 ,以 下 的 写法 是 可 以 的 , 取 其 前 三 项 ,有 


Xx) 
AD z+ 洒 十 机 十 
chz xX x 
1+ (天 十 看 十 ) 

Xx | Xx Tx 

= (z+ 于 + 柯 +…) [1 一 ( 夺 + 大 十 …) 十 ( 夺 + 备 +…) 一 …] 

TT x 5x 1 2 

(z+ 厅 十 页 十 …) (1 一 下 十 天 十 ……) 一 一 可 忆 十 站 本 二 《|zx|< 吝 ) 

如 果 详 细 一 些 , 可 进一步 叙述 如 下 : 
多 
如 车 |z|<p 且 一 2 一 一 1, 例 如 , 取 p 二 七 =1.2 时 ， 
5 

1 条 


2 
有 大 十 全 十 …< 扩 1, 此 时 得 


一 1 一 子 十 A 十 A 十 人 十 (|x| 二 1.2). 


er = 
易 见 A,==0, As =0，A; = 二 0, …. 于 是 ,上 式 可 改写 为 
=1 于 二 已， 入 一 及 后 十 及 条 一， (1) 
其 中 Bi ,B: ,B: ,… 为 伯 努 利 (Bernouli) 常 数 ”“ ,有 
Bi= 5 , 肪 一 而 , 甩 一 矶 ,Bl 一 而, 乳 高， 
由 zcoth 地 一 zx。 i 


4 6 
玛 coth 到 一 1 十 B FB 4 十 Bs 可 
于 是 ， 
zcothzr—1+B1 2S —B, SE+B, SE— 
41 61 
若 Z 天 0, 则 
26 x5 
cothz 一 一 +B 3 i 2x_ pt Ze 4B B, rr (2) 
注意 到 thz 一 2coth2z 一 cothz 及 当 z 一 0 了 
_B ws Bs B， 1 2 17 
thz 21C2 22)7x 本 (2 2)x To I) I a + (3) 
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还 可 指出 的 是 , 它 的 系数 与 tanz 展开 式 相应 项 的 系数 的 绝对 值 是 相同 的 ,两 者 相应 各 系数 只 是 符号 上 有 交错 
变异 而 已 (可 参看 本 题解 末 加 注 的 Bromwich 所 著 一 书 的 相应 章节 ) ,而 tanz 的 宪 级 数 展开 式 当 |z|<< 亚 时 收 


伊 , 故 上 述 的 级 数 (3) 当 |z| 王 和 时 收敛 . 
xx ) 参看 Bromwich 著 An introduction to the theory of infinite series 一 书 第 十 一 章 100 款 . 


【2893】 f(z)=cotr 一 二 
解 与 2892 题 的 想法 一 样 ,可 以 考虑 xz 关 0 且 |z| 很 小 的 情形 , 于 是 ,有 


xX | 
_cost 1 1~27+41— 1 
f(z) = 一 
sinr ZX _ 工 | 并 
< 31 5 
_1 2 TT rT | XT XX 2 
={ (+ 到 + ) [+ ( 硒 一 厅 + 和 一 -+ (于 一 可 二 有 一 ) 十 -1 
Le 2 3 
=- 荆 (人 (1 新 + 有 一) (1+ 生 +3607 JE126* +…) 一 1) 
一 1 2_ 了 2 ... 1 1 2 
7 (Ei* F457 ) 945™ 0O<lzl<® 
一 般 说 来 ,为 求 通 项 可 作 如 下 进一步 的 讨论 : 
考虑 当 z 天 0 时 ,g(z) 二 x 了 (xz) 一 xcotr 一 1, 而 当 |zx|< 过 x 时 ,有 
一 1 Cost Cosz 
8g(CZ) 一 zcotz 一 1 sinz 1 1—é 1， 
I 


其 中 6 一 1 一 .注意 到 |sinz| 之 |z| , 故 | 外 <1. 因 而， 
g(z) 一 co sr 一 1 二 [+2 B51] 0+ 2¢) 一 1 
-oe 十 之 (一 7 + > > (一 三 ie 


S TANt+1 
由 于 2 了 B51' 故 有 


Xl tReet 


-一 ~ ee ~ 不 ] 十 二 2 十 十 让 全 
机 2 2 之 (了 〈2A 十 1)1(2ba 十 1)1 (2 十 1)1 


2s 


stm 
2 2 CD GR FD “ak FIT 


3 一 由 二 


从 而 ， 
_ _ _ 
一 一 1y5+m 5 2s 
2 2 2 "BR TDR TD 2 A 
*] 之 1 小 之 1 
其 中 
(—1)” 
A.= (5 一 1,2，…). 
人 TDD 人 
*] 六 1 之 1 
又 有 
> 2t 一 元 25421 
《一 1 -并 名 一 (— tmtt 
Dp D1 和 2 ,2 CD TR FT TD 
| 1 1 
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其 中 


(—1)” 一 eue 
B=- 72 2 GOT (23 


si=m lmes 十 和 
1 过 1 > 
于 是 ， 
~ ~ jo ~ 
gD— DDA zt DD Bt 2 DB ze 一 7) Pr 
s=1 t=1 n=2 n=1 
其 中 
1 一 (ly 2 ] =2,3,... 
Pi=— (M+ 让 ), PD" [A teitB, | (=2,3,.). 


因此 ,最 后 得 知 : 当 0<1zl<r 时 ,有 


ln Vy ai 
f(r)— 8(7)— 2 P ze 


n=] 


经 计算 可 得 前 几 项 如 下 : 
1 _7 31 1 _ 1 
A 6， A 360” A 15120° Bb 12° B, 360° 
从 而 得 
1 __1 __2 
P, 3 ， P: a5’ Ps 945° 
因此 有 
1 1 ls 2, 
f(x)=cotr 57 5 ga57 


K2894〗 设 secz 的 展开 式 写 为 以 下 形式 : 


nn 


EE 
SeEcX 一 2 CIT . 
求 出 系数 E,( 欧 拉 数 ) 的 递 推 公式 . 


解 在 等 式 secx 一 2- 攻 Tzo 的 两 端 同 乘 cosz, 并 注意 cosz 的 展开 式 ,就 有 


_ E , > : XH EE , 
1 cosz 2 (C25) 1 2) 《一 1 (2&) 1! 2 C291™ 


E 
一 i BY 2(k 十 引 5 
2 2 (一 Dr (2&) 1(25)1 


n=0 stk=n 


— :__E, _ #4 ~ 2H4 
>，( 一 1) co at | 2 4z . 


5 


根据 宕 级 数 展开 式 的 唯一 性 ,就 有 A 二 忆 王 1, 而 A 二 0 (mn 二 1,2,…), 其 中 


一 — 1)* E, ~ 下 Ek 
= 2 oD (2&)1(2s) 1 2 1 Hla-2)1 


和 Hs=n 


oo 


->| 


n= 


故 得 递 推 关系 


。 E,. 
Lm = 二 nee 
2 a "la, 


例如 ,已 知 Eo ,由 上 式 令 n=1 , 即 得 Fi 一 忆 二 0,; 从 而 ,El 二 EE 二 1. 由 Eo ,El , 令 ?8 一 2, 又 可 推出 下 2 ,等 等 一 
般 说 来 ,由 到 ,El,E,,*,E,-! ,从 上 式 可 推出 E,. 


1 
[2895] (z= (x|<1) 级 数 . 
把 函数 f(x 和 |z| 展开 成 寡 级 数 
解 ” 只 要 涉 十 2|tr| 之 1, 函 数 f(z) 就 有 展开 的 可 能 性 . 记 x' 的 系数 为 P, (7), 则 
1 
一 1 十 P(xzt+P(Drt… 十 P, (Dr 十 … 
和 Dr DX (DX (1) 


下 面 我 们 只 要 确定 P, (1) 即 可 .为 此 ,对 (1) 式 两 端 同 时 对 x 求 导数 ,得 
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一 一 生生 一 一 PC 十 2P (DOz 十 … 十 aP (Dr 十 
(1 一 28xz 十 xz) 


把 上 式 与 (1) 式 比较 , 易 得 

(1 一 2xz 十 妇 )(P 十 2P;z 十 …… 十 m2P，z 十 …) 二 (一 Xx) (1 十 Piz 十 Pa 十 十 P, x" 十 …). 
比较 上 式 两 端的 同 次 宕 的 系数 ,得 

Pi(t)=t, 2P2(t)—2tP,(D)=tP (71, pp， 

(nt+1)P,r3 (0) —2ntP, (2) + no—1)P,-1(t)=tP, (1) — P,-1(2). 


由 此 得 
-3 1, ... -tl a 
PW=t, PD=Tg—, *, Pn (DD=TTTP DP 本 
例如 , 取 一 2, 则 由 Pi (0 及 P:(D 可 推 得 
_5 , .321 2 5.3， 3 二 3 3 "2 ] 
PD Ta gi Tr .st 


一 般 说 来 ,由 (2) 式 用 数学 归纳 法 可 递 推 得 


-ue n(n—1) ,2 , nn—1)(n—2)(n—3) "| 、 
P, (2) i "i ta ni cs: (n 之 1, 勒 让 德 多 项 式 ). 


[2896】 设 /2 一 》) rz". 写 出 函数 FCz) 一 在 全 的 展开 式 , 


解 F(z) 一 >，an xm 并 2 一 2) ( > a ) = (ya ) x (Iz|=1). 
n=0 n2 =0 n= 人 0 站] 十 m2 =n n= 二 0 天 一 器 
1] 艺 0，m2 >0 


【2897】 若 级 数 > ,aoz* 有 收敛 半径 Ri ,而 级 数 》， 5x" 有 收敛 半径 Ri , 则 级 数 ， 


(1) > Castb)r"; (2) 5 asbn x" 
n=0 


n=0 


的 收敛 半径 尺 是 怎样 的 ? 
提示 。 利 用 柯 西 一 阿达 马公 式 即 可 求 得 :(1)R 之 min(Ri ,Rs). (2)R 之 RR,. 
解 (1) 记 A, 一 a 十 b,, 则 有 
VAT= Viathl< valtlb, [SSVImaxtaT, ToT1) 
= 一 V2 Vmax(las[ ,|6,|) 一 y2max( wa To, |). 
注意 到 lim 2 一 1, 故 有 
1 一 一 ， 一 一 二 一 
RlmViA lSlm{yY max( YTaT, V6T)) ~ lim (max( ViaT, VI6T)} 
-mYIaT, 到 YET mor( 让 愉 ) 
I = min(R, , R, ). 
max( 坟 ,六 ) 
(2) 记 B==asb,, 则 有 YB|= YTasb,| 一 YiasT YYT&T. 于 是 ， 
1 _ 一 一 ， 下 一 4 一 一 ， 一 
R= lmVIBT -ln{ Yael V6T)< {lim VialT)} {lm YET) 
1 1 1 


故 得 R>RiR;. 


| 和 Lm | 


noo 


【2898】 设 /= lim 


woo 


» 、 1 
证 记 和 = 村 ,六 一 二 .注意 疡 0, L 之 0. 着 /=0, 则 记 44= 十 co; 着 /二 十 oo, 则 记 4=0. 对 上 与 也 作 


.证 明 : 寡 级 数 的 收敛 半径 尺 满 足下 列 不 等 式 /SR<L. 


dntl Qnt1 
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同样 规定 . 易 见 上 声 4. 任 给 e 汪 >0, 总 可 选 台 之 0, 史 >0, 使 
_1 =1 E 1 
1 十 和 2 1 一 2 


注意 对 人 ,2 而 言 ,存在 正 整 数 ma 使 当 n>m 时 ,有 


二 1 十 三 
1 十 生 . 


an 1 1 el 1 
一 aa)<<| 了 | <La+a 或 荆 'TT | 
即 当 z 关 时 ,有 
已 (1- 喇 )< 夫 人 < (1+ 重 ) 
易 见 当 2 加 时 ,有 
|a, | |a. | |a | Lan E 4 
一 . OO 1 十 一 
ee 一 Te ac < 人 5)] 
或 
[el /la | e 
i <( 如 ) (1 十 号 小 (1) 
同 理 可 得 
[el* /lan| 7*/ ee 
>( 全 ) (1 2 )， (2) 
注意 到 车 A>>0, 则 有 limVYA =1, 故 存在 充分 大 的 mm (之 m) ,使 当 n 宇 m 时 ,有 
lanl \ 辐 lan 7 去 
a = 2 a, 下 
me -co 1 一 (3) 
( 委 ) < 一世 及 (名 ) > 一 
2 2 
将 (3? 式 代 和 人 (1) 式 及 (2) 式 , 即 得 
1 
[el] + 及 le 
1 
于 是 ,有 (1 一 <limla,1*<4(1+e). 从 而 得 
1 1 1 L 
1 oo -二 
PE 即 1 ERETe 


由 s>0 的 任意 性 知 , 即 得 /和 RSL. 
x*) 若 志 一 十 co, 即 也 一 0, 此 时 显然 有 尺 一 0( 级 数 除 zo 一 0 点 收 敏 以 外 ,对 任 一 点 zt 均 发 散 )， 故 可 
设 荆 << 十 oo. 


oo 


【2899】 证 明 ;: 若 函数 f(z) 二 了 1a,(x 一 20)" 且 [ntas| 二 M (mn 一 1,2,…), 其 中 人 MM 是 常数 , 则 : 


n=0 


GD) fC 在任 一 点 4 无穷 次 可 微 ;C2) 展开 式 /() 一 2 个 (z 一 a)” (|z|<+o0) 成 立 
证 (1) 由 于 |nla, | 过 M, 故 有 和 
le.l< 考 (2 一 1,2，……), 
设 [一 N,N] 是 包含 mm 的 任 一 有 限 区 间 . 由 于 
la Cx—zo)" 1< 首 CN) 

及 级 数 > 好 (2N)" 收敛, 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 ,级 数 > ) a.(z 一 z)" 在 包含 的 任意 有 限 区 间 上 一 
致 收 化, 即 其 收 仇 半径 R 一 十 co. 寺 是 ,此 级 数 在 任 一 点 a€ (一 0, 十 co) 无穷 次 可 微 

(2) 由 (1) 段 已 证 可 知 级 数 f(z) 一 > a,(z 一 zo)" 在 任何 点 无 穷 次 可 微 , 故 


126 


"0 Db “(nO—m 二 1)a, (z— zo)” = (并 一 zo)" * 《一 1,2，). 


今 设 |z 一 a RCR 为 任意 固定 的 正 数 ) ,于 是 ， 
I|z—zo | Iz—al+|la—zo |<R+la— ml=L, 


故 由 假定 知 
| fm cz 去 > < Gil 1 去 > i ML L™ "MM 一 MP (m=1,2,"), 


其 中 P= p23 区 < 十 cc， 


考虑 余 项 R,(x) 一 f(z) 一 > 万 22(z 一 o)* 的 拉 格 朗 日 形式 


+D0[a 十 2Cz 一 C)] 


Cnt1)1 (xr—a)"™! (0<0<1). 


R, (zx)= 


于 是 , 当 |x 一 a|<R 时 ,有 


MP 
|R, DEGTFDR (2 一 1,2，…). 


由 于 级 数 > -及 收 伍 , 故 mc 一 0, 从 而 ,limR,(z) 一 0. 由 此 可 知 , 当 |z 一 c|<R 时 , 展 式 


flz)= > Fra) 
k=0 “ 
成 立 .再 由 R>0 的 任意 性 即 知 ,此 展 式 对 一 切 z(|z| 过 十 oo) 篆 成 立 .证 毕 . 
【29003〗 证 明 : 若 (1)a, 之 0;(2) 存 在 lim >) ar 一 S, 则 y， an 及 "一 9. 
Rn n=0 


证 首先 ,如 果 级 数 》! a,R" 收敛, 则 根据 阿 贝尔 定 理 可 知 ,函数 f(z) 一 》) avz" 在 点 x 一 R 处 左 连 
续 . 因此 ， 


oo 


lim 5S) an xz"=f(R)— >) aR'=S. 
TT n=0 


n=0 


其 次 ,我 们 证 明 级 数 》) a,R" 发 散 是 不 可 能 的 . 采用 反 证 法 ,引出 矛盾 .事实 上 ,根据 > a.R" 一 十 oo 知 ， 
对 于 任 取 的 正 整数 A> 5, 总 存在 正 整 数 N, 使 有 


N 


>，aR">>A>S. 


n=0 


从 而 有 


N 


lim 六 QZ 一 >») a.R’">>A>S. 


TR-0 na 二 0 n=0 
N 


注意 到 a, 这 0， 2 az" 》) a,x"(zx 之 0), 即 得 


lim p> an X">A>S, 


z*R-0 Lt 


此 与 假设 lim >， cvz" 一 S 相 矛盾 . 因此 ,级 数 onR" 一 定 收 全 .从 而 ,命题 获 证 . 
将 下 列 函 数 展开 成 标 级 数 : 


【2901] | ed. 
o 


2 
解 | du= | [ DD" | (一 0 机 本 TD (zl<+co)， 


n=0 
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- 出 
2902 | . 
0 J, A 
dt fr’ ~ (2n— C2n— DI!!,, (27 一 1)11 zr! dx. 
解 | Vi ,+> m1 ja= 元 [ 和 3 计 C11 天 | (I< 
[2903] | a 
* sint “总 tr ， 2n+1 
外 上 a [2 D" 本 2 TD tts (I<+). 
【2904】 | arctanz | 
0 四 
arctanx i ， nl 
解 | 一 一 [2 D) 2 | > 1) < (|z| 委 1). 
-td 
写 出 四 项 
L29053 F TD “二 出 四 项 ) 
解 ” 令 0 二 li| 过 1, 注 意 
1 i | 
0 > 1 一 二 一 1 > De 
其 中 6 2 (一 1D"' 志 十 1 容易 判断 交错 级 数 


> (—D™! -和 
当 |:|<1 时 是 收 化 的 , 目 其 和 有 人 性质 141 一 1. 于 是 ,有 


1 _ 1 _ SS 
Te 
InC1+2) “= 
因而 , 当 |z|<1 时 ,得 
rz id _fr 二 _fz dr/ 
, Inc | oI—é™ | Oe) 


。 二 In(1 十 已 


2 3 2 3 3 
8 1， 名 2 十 , 站 一 二 十 …， 8 =， 


t Fs 人 机 
于 是 , 2)& 1 十 了 这 十 区 …. 从 而 , 当 |zx| 二 1 时 ,得 原 积分 的 前 四 项 为 


n=0 


* td _ [fr 于 5 
Rs- (+ 去 一 生 + 真 )d+ocz) 一 x+ 二 一 到 十 束 十 DCzs)， 
运用 逐 项 微分 法 计算 下 列 级 数 的 和 : 
【2906】 xz 十 写 十 于 十 … 

3 5 
解 题 思路 令 F(Z) 一 z 十 柯 十 二 十 … 在 其 收 北 域 ( 一 1,1) 内 逐 项 微分 之 ,得 


1 


一 2 人 en 二 二 oo 
户 (z) 二 1 十 五 十 x' 十 I= 


注意 F(0) 一 0, 即 得 FCz) 一 [ Fd (zl<l). 


解 设 FCz) 一 z 十 瑟 十 寺 十 …. 在 收 敏 域 1z| <1 内 逐 项 微分 之 ,得 


(站 一 1 十 之 十 世上 二 一 于 


一 72 
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注意 F(0) = 二 0, 即 得 


=- dt _1, 1+zx 
F(x) [ 2 i 


2n 二 1] 1 


1 十 zx 


YY ~ 之 二 一 
于 是 , 当 |z|<1 时 ,有 之 2n 十 1 2 ln 1—z 


ri 5 
【2907] 7 
提示 仿 2906 题 的 解法 . 
解 设 FCz) 一 z 一 于 十 于 一 …: 在 收敛 域 |z| 过 1 内 逐 项 微分 之 ,得 


1 
2 4 oa 
F(z)=1—x+zx ree 


注意 F(0) 一 0, 即 得 


fF_d _ 
F(z)= [ TH Ctanx. 
oo 过 2n+1 
于 是 , 当 |z| 委 1 时 ,有 >» (—1)” 2n+1 
n=0 


=arctanx. 
十 1 


Xx x 
【2908】 1 二 茄 十 吞 十 … 


2 4 
提示 邻 F(z) 一 1 十 入 十 后 十 … 将 F(X) 一 F(x) 与 F(z) 十 F(z) 相 加 即 获 解 . 


解 设 F(z) 一 1 十 大 十 大 十 …. 在 收 合 域 |z| 二 十 oo 内 逐 项 微分 之 ,得 


TT 
F(x) z 十 引 十 订 十 …， 
于 是 ,有 


F(z) 一 F(z) 一 1 一 zx 二 闸 一 于 十 … 一 er7， 


2 3 
FOW)+F (7)=1+zr+ 计 十 和 十 … 一 e”. 


C1 2 二 chz (|x| 达 十 oo). 


将 (1) 式 和 (2) 式 相 加 ,最 后 得 F(z) 二 了) - 芝 ” 一 红 十 e 


x zx Xi 
[2909] TE5+3 +at 


解 设 FCz) 一 [2 十 这 5 十 洋 十"… 在 收敛 域 1z|<1 内 逐 项 微分 之 ,得 


一 工 工 (十 王 十 三 十 卫 十. 
= 一 二 十 廊 (z 十 于 十 导 十 扫 十 …) 


lI. 
已 (z 一 5 十 到 十 二 十 


1 


十 二 [一 In(1 一 z] (0<|z|<1)， 


注意 F(0) ==0, 即 得 


FCD= | Flt sin —z) (0<|z|<1). 
当 xz 二 0 时 ,级 数 收敛 于 零 . 当 z= 二 1 时 ,级 数 收敛 于 1. 当 z 王 一 1 时 ,级 数 收敛 于 1 一 2ln2. 事实 上 ， 
1 1 1 1 1 1 1 1 
ta at (1 有 )+(E-)-(S-4)+… 


3 4 


1 1 1... 
2( 一 1+ 却 一 李 十 元 ) 十 1 一 1 一 2in2. 
于 是 ， 


129 


1 工 一 并 


1 十 z ln(1 一 z)， 0<|z|<=1, 
了 x” 二 0， Z 一 0， 
n(ntl1) 
"1 1 一 2ln2， Z 一 一 1， 
1， 一 1 
1 1.3，1.3.5， 
【2910】 1+ rt Ir ts.4 67 十 
、 1 1.3，1.3.5， 。 。 
解 设 FGz) 一 1 十 7T 十 ade 十 …. 在 收 伍 域内 逐 项 微分 之 ,得 
1,1.3, 1.3.5。 ， 
F (x) 2 十 12 十 2 4 637 十 
以 1 一 z+ 弱 上 式 两 端 ,得 
1 1。3。5 


_ 开工 上 十 工 。1" 3 二 。 
《1 ZDF (z) 一 广 十 本 z 十 本 FA 十 与 2 46 


即 忆 CD- 1 积分 得 InFCz)=in_ 上 或 


FCz) 2(01 一 z) Vi—z 
(2n—1)11 __l 
F(z)= 2 Ta zl 二 (lz|<1). 
当 zx 一 1 时 ,应 用 拉 比 判别 法 :n( 2 -一 1) 一 下 叶 1 一 半 <<1, 因 此 ,级 数 是 发 散 的 . 
一 "C2n—D!I! 1 加 
当 x 一 一 1 时 ,利用 2689 题 的 结果 知 , 级 数 条 件 收敛 . 于 是 ,1 之 301 “一 -EECTISz<1 


运用 逐 项 积分 法 计算 下 列 级 数 的 和 : 
【2911】 xz 十 2x: 十 3x3 十 …. 
提示 令 FCmD 一 z 十 2z2 十 3 十 …, 注 意 | FCDd 一 -十 In 一 习 (zl<1). 
0 
解 设 F(z)=z 十 2 妇 十 3 了 十 … 在 收敛 域内 逐 项 积分 之 ,得 
[ Fdt 一 去 攻 十 写 民 十 壮 江 + 
1 1 1 
- (了 )a+(- 二 )a+( 工 )s+-- 
一 (好 十 邓 十 帮 十 一 ( 冯 习 十 于 了 十 工夫 十 …) 
一 z(1 十 z 十 到 十 一 (z 十 言 好 十 村 也 十) 一 -二 InGl 一 a 《|zl<1D， 
区 
于 是 ， 
NT _ | _ zr 
FD Dr [Std z) | = (|z|<1). 


zx)’ 
当 |z|=1 时 ,由 于 级 数 的 通 项 不 趋 于 零 , 故 它 是 发 散 的 . 
【2912】 xz 一 4z2z 十 9z 一 16z4 十 …-。 


提示 邻 FCz) 二 x 一 4 十 9 一 16x' 十 … ,注意 | FCDdr=zx—In(l+z)— (zl<1). 


(1 十 xz)? 
解 设 F(z)==zx 一 4z: 十 9z 一 16x! 十 …. 在 收敛 域内 逐 项 积分 之 ,得 


一 -1 4 3 9 .416 s... 
六 Feod FT Ee st+ 
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一 工 十 ( 一 z 二 去 工 一 总 卫 十 … ) 一 23(1 一 2z 十 3z2 一 …) 
=zx—ln(l+zx)—z (rz 二 zr) 
(|z|<=<1). 


) 二 x 一 ln(l 十 Xx) 一 


3 
=zx—In(1+z2)—z#( Oy 


工 

1 十 工 
于 是 ， 

i -204= (zl<D 

F(x)= 六 《一 1) n [= n I (1+x)? (1 二 zx)i “ 


严 一 1 
当 |zx|=1 时 ,级 数 显 然 发 散 . 
【2913】〗 1° 2x+2° 3zx 二 3° 47 二 
提示 利用 2911 题 的 结果 . 
解 设 Fz) 王 1. 2z 十 2。3 妇 十 3。，4 妈 十 … 在 收敛 域内 逐 项 积分 之 ,得 
并 机 2 
(1—z)’ (1—zx)’ 


上 FOD dt =z 420 十 3x 十 … 二 x(x 二 2 十 3 十 …) 二 x。 
站 


于 是 ， 


a 2x 
FoD=- >) nnt dr =| ry | os (zl<1) 


当 |z| 二 1 时 ,级 数 显然 发 散 . 
x*) 利用 2911 题 的 结果 . 


[2914】 证 明 :级 数 y 一 > 721 满 足 方程 y* 一 > 
证 所 给 级 数 的 收敛 域 为 (一 co, 十 oo). 在 收敛 域内 逐 项 微分 之 ,得 


Xx! hn 一 2 X43 rx" 4 


-> CD Y= > (4n—2)1° -也 C4n—3)1!° - 2 C4n—4)1 


于 是 ,y' 一 > m1 一 小 


[2915】 证 明 , 级 数 y 一 >》 < 六 满足 方程 zy 十 Y 一 ?一 0. 
证 所 给 级 数 的 收 全 城 为 (一 十 co), 在 收敛 域内 逐 项 微分 之 ,得 


下 Zn 一 1 


1 ~ < Tz 
> 之 Dm TDi 7 -也 na— DICat DT! 


n=0 


于 是 ， 


a 1 < 1 1 no ~ 之 一 ~ x 一 
yy 一 1 2 [DrDitaaj>-i+ 2 HD 2 GY 
从 而 得 zy 十 y 一 y 二 0. 


求 在 复数 域内 (> 一 z+iy) 下 列 埋 级 数 的 收敛 半径 及 收敛 贺 : 


【2916】 > 人 一 1 一 D” 


二 ne 2" 
解 记 4 一 一 一 2, 故 收敛 半径 R 一 2; 收 敛 圆 为 |z 一 1 一 <2 即 
(z 一 1)2 十 (> 一 1)2<<22. 
sqW (1 十 D"z" 
[2917] > GTG 二 5 
(1 十 D” 


解 记 -“ re 由 于 lim 


neoo 


Cntl 


1 _l1 经 RR 二， 同居 |z| < 一 工 
=TIFT 房 ' 故 收 全 半径 及 房 ! 收 分 贺 为 | | 二 房 妈 


辽 十 Y<< 本 . 


(|zl<1). 
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nl 2 
【2918] 2 (FDO). + 


解 记 w=- 一 2 由 于 


(1 二 DO 二 2D. (1 二 ni) 
imll+ mt DH im V1lt+ (nt) -1 
n 二 1 n 二 1 ” 


ooc Neoo 


Cn 


lim 


noo 


Cn+il 


故 收敛 半径 R=1; 收 伍 圆 为 |zi<1 即 之 十 多 天 1 
【2919] 2 二 


解 记忆, 一 -二 8. 由 于 


(于 1 =lim (1) =1, 


站 -om 


= lim 


Cntl reoo 


lim 


no0 


故 收 钙 半径 尺 ==1; 收 敛 圆 为 |z| 过 1 即 x 十 过 1. 


(z— ee )” 
[2920 2 ey 
解 记 vs: 由 于 
ee) 
lim 一 二 la = MV(]l—cosa)’ +sina= |2sin 全 
meoo | Ca 二 1 meoo 2 
故 收敛 半径 R= ; 收敛 圆 为 |z 一 ?| 过 |2sin 王 和 | ,cz— cosa)2 十 (7y 一 sina)2<<4sin2 廓 . 


【2921] 利用 牛顿 二 项 式 公式 ,近似 地 计算 Y9 ,并 且 估计 当 只 取 展 开 式 的 头 三 项 时 的 误差 . 
-04 二 -页 . 二 .于 . 刘 页. 二 生生- 刘 - 
当 只 取 展 开 式 的 头 三 项 时 ,误差 
<2 机 市 
计算 头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 四 位 , 即 得 
钴 =2(1+ 言 * 言 - 而 " 商 ， 京 )~2.080 
【29223 近似 地 计算 并 估计 相应 误差 
(arctanl. 2; (2) YI000; Vi (4)Inl. 25, . 


<0.001. 


解 (1) 利用 arctanz 十 arctany 一 arctan 下 动 ,并 设 < 一 1， 六 之 =1.2， 即 得 ?一 五. 于 是 ， 


arctanl. pent ( 坪 ) + 二 (而 ) 一 …. 
车 取 头 三 项 , 则 其 误差 |R,|< 二 "(十 ) <10-*. 计算 头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 


atrctan1. 2<“0. 87606. 


1/1 
| 
(2) 1600 — YI1024—34 A201 一 0.024) 贞 站 0.024 (9 ae- 
若 取 头 三 项 ,注意 到 上 述 级 数 的 各 项 递减 , 故 其 误差 


证 ( 亩 -1) (元 -3) 


31 
计算 头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 七 位 , 即 得 W1000 ~“1. 995263， 


|R;|<2 。 (0. 024) 3 。[1 十 0. 024 十 (0. 024)2 十 …]<10-5. 
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全 


1 /1.1_1. 1 .1 _ 11,1) 
2 2!1 2 3! 4 2 51 2 


1 
2 


1 | 
(3) 一 一 ez 一 ] 十 
万 


e 
着 到头 七 项 , 则 其 误差 1R | 一直 LH 一 10 .计算 头 七 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 万 ~0. 60653. 


1\、1 1 1 1 1 1 
(4) inl.25 一 mn 人 (1 十 二) 一 二 一 区 下 十 和 让 一人 下 十 一 


若 取 头 六 项 , 则 其 误差 Ri1<< 二 1 一 10. 计 算 头 六 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 Inl. 250.22314. 
x ) 本 题 并 未 注 明 取 多 少 项 以 估计 误差 ,因此 ,我 们 可 任意 选取 . 各 小 题 均 类 似 处 理 ， 
利用 适当 的 展开 式 ,计算 下 列 函 数 精确 到 所 指出 的 程度 的 值 . 
【2923] sin18" ,精确 到 10 “. 
解 sinlg 一 sin 百 -再 一 十 5 和 一 …， 上 述 级 数 为 交错 级 数 , 若 取 头 "项 , 则 其 误差 
1 x 2nt+1 
A<trFDi( 蕴 ) 
要 使 A<10 ,只 要 CT ( 药 ) ”<10*, 以 nx 一 3 代入 上 式 即 满足 Cn 一 2 达 不 到 要 求 的 精确 程度 ). 计算 


头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 sin18 0. 30902， 
【2924】 cosl” ,精确 到 10 一, 


2 
解 cosl” cos -80 1 击 ( 喜 ) + 吉 ( 面 ) 一 … 


取 z* 一 2, 即 可 保证 4A< 十 (高 ) 一 10-5. 计算 得 cosl"xz0. 999848. 


【292SJ 了 了 tan9" ,精确 到 10 :3 . 


o rt T 1lrry ,2/x\, 。 
解 tan9 tan 30 20 十 本 ( 匣 ) + 去 ( 匣 ) 上 ) 
若 取 头 二 项 ,考虑 到 上 述 级 数 的 各 项 递减 , 则 其 误差 
2 /zy uu 入 x _3 
4< 稠 ( 药 ) [+( 划 ) +( 画 ) +… |<10 . 
取 两 项 计算 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 四 位 ,计算 得 tg9 一 0. 158. 
x) 利用 2891 题 的 结果 . 


【2926] e, 精确 到 10 一 . 
e 一 1 十 学 十 17 若 取 1 十 > 2 却 [ 作 为 。 的 近似 值 , 则 其 误差 


1 1 之 1 1 
A 2 1 32 nl! 1 > i 2 (2 十 1)” ”21 


要 A<10 ,只 要 <10 ,也 即 只 要 ?lz>10 . 取 ?z 一 9 即 可 .于 是 , 当 每 项 取 到 小 数 点 后 七 位 , 即 得 


9 
1 
ez1 十 2 机 一 2， 718282. 
【29273 ln1. 2， 精 确 到 10 . 
解 “In1.2 二 InC1 十 0.2) 二 0.2 一 学 (0.2)? 十 过 (0.2)? 一 二 (0.2): 十 … 


车 取 头 项 , 则 其 误差 A<- 二 1(0.2)". 要 4A<10, 只 要 -二 (0.2)”!<10-1. 取 wn 一 4 即 可 保证 4 一 于 (0. 2) 
二 1071, 于 是 , 当 每 项 人 五 位 , 即 得 


Inl.2 220. 2 3 (0.2)*1 (0.2)? 1 (0. 2)4w<0. 1823. 


【2928】 由 等 式 于 一 arcsin 去 求 数 x, 精 确 到 10-. 
解 rr 一 6arcsin 1 


2 
。 5 。3 。 1/1yY 1。3。5。7 1/1\? 
一 6[ 汪 + 计 * 计 ( 计 ) + 所 4 言 ( 计 ) + 站 " 方 ( 诗 ) + 区 证 (去 ) 


1。3。5。7。9 1 7 1 ] 
T2468.160 iT() + “ 


若 取 头 六 项 ,考虑 到 上 述 级 数 的 各 项 递减 , 则 其 误差 


A<6 i ， 二 (去 ) [+( 去 ) + ( 诗 ) +…]<10 


取 头 六 项 计算 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 五 位 , 即 得 x<*3. 1416， 
£29297 利用 等 式 -个 一 arctan 去 十 arctan 读 计 算数 x, 精确 到 0. 001. 
解 ” 按 题 设 , 有 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 


皇 -( 了 B- "下 + 可 -了 "六 t+) 十 ("六 +t" 古本) 


注意 到 等 式 右 端的 两 个 级 数 都 是 莱 布 尼 茨 型 的 , 故 在 被 加 数 与 加 数 中 , 弃 去 未 写 出 项 的 校正 数 分 别 为 
4 
9。3? 
于 是 ,总 误差 4 和 4 十 As <0. 001. 计算 保留 下 来 的 项 近似 到 小 数 点 后 四 位 (未 位 由 四 会 五 人 而 得 ), 即 可 保 

证 达到 所 需 误 差 , 列 成 下 表 ( 插 号 中 的 正 、 负 号 指示 校正 数 的 符号 ): 


0<~Al= <0.0002， 0<A4: 一 


Tar 0.00002， 


正 项 负 项 
全 一 2.0000 3 0.1667(—) 
FE 0.0250 元 入 一 0.0045( 一 ) 
了 所 = 0009( 一 ) 村 每 =0.0494( 一 ) 
4 
子 =1.3333( 十 ) 1 7 00003( ) 
， 0. 2209 
上 十) 村 一 0.0033( 一 ) 
3. 3625 
一 )0. 2209 
3. 1416 


于 是 ,3. 1415<r<3. 1420. 因此 , 取 rs“*3. 142 即 可 精确 到 0. 001. 
【2930】 利用 等 式 
一 1 1 
4 5 239 
求 数 <, 精确 到 10 ，. 
解 在 此 ,我 们 证 明 一 下 2929 题 及 本 题 中 的 等 式 . 如 果 注 意 到 反正 切 函数 的 加 法 公式 


arctanz 十 arctany 一 arctan 正字 (|z+yl < 也 ) ， 


并 选取 任何 两 个 满足 关系 式 闫 二 一 1 或 (1 十 (1 十 2) 一 2 的 真 分 数 作为 z,y, 就 有 


N 
地 一 arctanx 二 arctany. 
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例如 ，, 令 一 也， y 一 工 , 即 得 至 一 arctan 于 十 aretan 可 .这 就 是 2929 题 中 所 出 现 的 等 式 . 


如 果 令 z 一 广 ， arctan 下 二 a, 则 


5 
2 10 
1 5 _5 12 _120 
tana™ 5， ne 1 tan4a ] 25 119 1 
25 144 
可 见 ,4as 直 
120 
令 8B=4a 一 工 , 则 tan8 一 了 2 1 于 是 ,B= 二 arctan 由 此 ,得 
4 120 239- 239 
119 
工 一 4 gp 1 1 
4 一 4a 一 8 一 4arctan 5 arctan 739 
或 
一 16arctal 工 _4arctan -1 
Ei arclan 5 239 


ell ll ll ll ll... 
=16| Ft 7 1 tis | 4 到 3 29 员 十 } 


这 就 是 本 题 中 所 出 现 的 等 式 , 它 就 是 著名 的 马 信 (J. Machin) 公 式 . 
我 们 要 依靠 此 式 计算 x, 精 确 到 10”，, 只 要 上 面 已 写 出 的 那些 项 就 够 了 . 事实 上 ,这 两 个 级 数 都 是 莱 布 


尼 菊 型 的 ,所 以 在 被 减 数 与 减 数 中 , 弃 去 了 未 写 出 的 项 的 校正 数 分 别 为 


16 1 1 4 1 1 
1 552 “10 < 


5。2395 ~ 2 ”105， 
于 是 ,总 误差 4A<ai+Ae<jm 计算 保留 下 来 的 项 近似 到 小 数 点 后 十 位 , 列 成 下 表 ( 括 号 中 的 士 号 指示 校正 
数 的 符号 ) : 


0<Al 一 与 ”0<A:< 


也 一 3. 2000000000 


16 
5。55 


16 
9。5? 


一 0. 0010240000 


一 0. 0000009102( 十 ) 


16 _ 
十 )13 65 一 0、 0000000010( 十 ) 


3. 2010249112 
一 )0.0426959536 
3. 1583289576 


3 1 一 0.0426666667( 一 ) 
16 _ 
记 。 5 一 0. 0000292571( 十 ) 


16 _ 
十 ) T1157 0. 0000000298( 一 ) 


0. 0426959536 


4 EA 一 一 
3359 一 0.0167364017( ) 


4 


了 。2395 一 0. 0000000977( 十 ) 


0.0167363040 


一 ) 


于 是 ， 
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3.1583289576<<16v<<3. 1583289577， 一 0.0167363040 一 一 46 一 一 0.0167363040; 
x 一 16a 一 46， ”3.1415926536<<r<<3. 1415926537、 
因此 , 取 xssz3. 141592654 可 精确 到 10-" ,并 且 可 知 :如 取 x<z3.141592653… 所 有 写 出 的 数字 都 是 正确 的 . 


一 1 1 十 | 3 | 10 一 
【2931] 利用 公式 n(nt Dlnnt2 | T+ mT | 求 In2 和 1n3, 精 确 到 10 一 . 
ye _ 1 1 1 1 1 ,... 
解 当 w=1 时 ,ln2 一 2 ta tit7 lo. at ) 
如 取 已 写 出 的 那些 项 计算 ln2, 即 知 
1. 1 1.1 2 1 2 
0<4<2( 讲 " 开 +18 +) < 1 10 
加 
计算 到 小 数 点 后 六 位 ,并 作出 下 表 : 
=0. 666667( 一 ) 
2 
了 35 一 0.024691( 十 ) 
2 -一 0. 001646( 十 ) 
5.35 
二 2 一 0.000131( 一 ) 
7.3” 
2 _ 
十 )5 .a —0. 000011( 十 ) 


0. 693146 
故 0. 693146<ln2<0. 693148. 

于 是 ,ln2 一 0. 69314… ,并 且 所 有 写 出 来 的 五 位 数字 都 是 正确 的 . 如 果 , 将 第 六 位 四 合 五 人 , 即 得 
ln2az0. 69315 ,精确 到 10 王 . 

令 ?一 2, 即 得 


1 1 1 1 
5 十 (1) 


与 In2 一 样 , 取 写 出 的 诸 项 ,计算 到 小 数 点 后 六 位 ,并 作出 下 表 : 


In3—In2+2( 十 


二 二 0. 400000 


3 0. 005333( 十 ) 


2 
5 一 0.000128 
2 
7»57 


一 0. 000004( 一 ) 


十 ) 


一 0. 000000( 十 ) 
0. 405465 
于 是 ,(1) 式 右 端 的 级 数 的 和 为 0. 40546…, 并 且 写 出 来 的 五 位 数字 都 是 正确 的 . 如 将 第 六 位 四 舍 五 人 ， 
可 得 0. 40547. 
最 后 ,由 《1) 式 得 


2 
9。5° 


ln320. 693146' 十 0. 405465.: 二 1. 09861.， 
并 且 所 有 写 出 来 的 数字 都 是 正确 的 . 
如 果 将 第 六 位 四 舍 五 人 , 即 得 ln3<*0,.69315 十 0.40546 一 1.09861, 它 精确 到 10-:， 
【E2932】 将 被 积 函 数 展开 成 级 数 , 从 而 计算 下 列 积分 之 值 ,精确 到 0. 001: 


GD | ed (2) {az (3) [ sinz gy, 


zx 
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1 ] 
(9 | cosx’dr; G5) | dr; | Ts; 


(7) 『 yes c) 并 = 人 Qt, 
9% FE dr GD aesinzdzri (12) | xdz. 
解 (1) | er dx=| (1—z + 到 厅 + 厅 ~ )dz 

=1 一 工 二 一下 和 


如 取 写 出 来 的 诸 项 ,计算 到 小 数 点 后 四 位 ,并 作出 下 表 : 


1 一 1.0000 
_1 -=0 1000 
5。21 “ 

1 _ 

tg Ar™— 0-0046(+) 
1. 1046 
一 ) 0.3571 
0.7475 


部 二 0. 3333( 十 ) 
1 _ 
+t)7 e310.0238(+) 
0. 3571 
于 是 ,0. 1473< | 。 -* dr<0.7476, 即 有 | 。 -dzx0.747 ,精确 到 0. 001, 并 且 所 有 写 出 来 的 数字 都 是 正 
确 的 . 


1 1 ff 1 1 1 1 3 7 本 
| sdz= | (+ 二 二 证 于 ) dr—2+In2+ tt gt 


长 二】 (C+) 
一 ?十 0. 6 931+0.1250 二 0.015 6 二 0.001 5 十 2.8352 (0 二 A<<0.001). 
4 
于 是 ， | er dzxa22. 835, 精 确 到 0. 001. 
2 


2 2 3 5 3 3 了 
(3) | r= | nt 2 
0 a 站 


3! 5!1 71 3。3! 5。5!1 7.。7! 
、 、 、 28 
如 取 写 出 来 的 诸 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 0<A< 1 一 永 . 列 下 表 : 
2 一 2.0000 
2 
十 )5 .51 一 0.0533( 十 ) 
2.0533 
二 ) 0. 4480 
1. 6053 
23 
本 31 一 0.4444( 十 ) 
27 
十 ) 入 71 一 0.0036( 十 ) 
0. 4480 


于 是 ,1.6051< | szdzr<1. 6054, 即 | Smzdzrwe1. 605, 并 且 所 有 写 出 的 数字 都 是 正确 的 . 


1 1 4 8 
2 开工 1 _ 1 _. 
Co coszzdz | (1 一 夺 二 大 一 …)dz=1 二 ， 


如 取 写 出 的 诸 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 0<A<15 8T<Tir. 列 下 表 ; 


< 证 . 
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1 三 1. 0000 


1 _ 
9。41! 
1. 0046 
一 ) 0.1000 
0. 9046 


二 0. 1000 


十 


_ 1 
5。21 
1 
所 以 ， [ coszzdz“0.9046， 于 是 ， [ coszt: dzx 人 0. 905, 精确 到 0. 001. 


shz gy Zz Zz 一 1 1 a 
| 于 =| 三 十 (z+ 夺 二 帮 十 …) dr 一 1 TT8 51t…， 


如 取 写 出 来 的 诸 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 
0<4< 庆 (1 十 六 十 元 十 ……) 一 2 一 <10 


列 下 表 ， 
1 一 1.0000 


[一 0.0556( 一 ) 
1 一 0. 0017( 十 ) 
1 0573 
于 是 ， | 有 shzdzrxz1.057, 精 确 到 0. 001. 

(6) 当 x 之 2 时 ， 


于 是 ， 


1 1 1 1 1 8 1 1 yn 
8 5 ( 2 ) 8 (去 ) 二 (去 ) 十 
取 前 两 项 的 近似 值 就 有 T= 二 0.119 十 9 (0 二 9<-0. 001). 或 者 用 直接 积分 法 : 


三 dx = 1._ 1 1,_ z 一 2 
2 1++x’ 2 (3 1 十 zz 3 Ri) 


十 


二 上 上 In (z+ 1D- 二 arctan 2z 二 | 一 
6 zx 一 z+l V3 V3 |; 
1 . 工 _、 工 1.xz_ .rr 1 
启 FIn3 万 331 aln3<z0. 119， 
精确 到 0. 001. 
1 2 、_ 工 式 人 4 ... 
(7) = zl 二 二 + Tt， 
[3 dr _1,1 
故 得 3 一 过 十 寺 十 …s0. 337, 精 确 到 0. 001. 
0 1—x: 3 3 
1_ dr _ 1 1 4 1。 8 
|, -二 二 | )az 
一 1 1。3 “ 3 1。，3…45 ” 3…45 和 
1 Foto 2. 21 EE 
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一 (1.0000 十 0.0417 十 0.0160 十 0. 0090 十 0. 0060 十 0. 0043 十 0. 0033 十 0. 0026 十 0. 0022 十 0. 0018 十 
0. 0014 十 0. 0012) 一 (0. 1000 十 0. 0240 十 0. 0117 十 0. 0072 十 0. 0050 十 0. 0037 十 0. 0029 十 0. 0024 十 
0. 0020 十 0. 0016 十 0. 0013 十 0. 0010) 十 … 

0. 927. 


0<A<— 3 10.s. 


97。22 。241! 
(9) 注意 , 当 10 委 z 委 100 时 ,有 
pmG+z)=m[z(+ 工 )]=mz+ 3 一 2 一 (二 ) ， 


n=1 


于 是 ,得 
fi% ln(1 二 z) fo Inz De 
1=| 一 了 dz= | dz 十 之 | Xx" ldr 


10 nn 10 


_ 3，， (一 Dr 1 1 
2 10+ 2 i (1-6) 
一 .30+ 工 (1 一 工 1 1 1 1 . 
>ln 10+716 (1 16) Ti 0 ) 13.10(! or )+ 
之 8.041 (精确 到 0. 001). 
1 1 
Farctanr, _ [1/ rr _1 1 1 1 
CO et He Ce 下， 
1 
如 取 前 三 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 0<A< 7 77<T. 于 是 ,| ”azetanzdzse0.488 (精确 到 0.001). 
1 1 3 5 
11 | arcsinz = 上 | 1 z 1。37z 上 了 1 | 1]1。3 , 
4 zx dz 一 | 7 (rtarta ds )dz 了 区 
如 取 前 三 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 
1°3°5 1 1 ili... 1 1 1 
0<4< 和 4 郊 丈 (1 二 去 十 )<7 Io 
22 


1 . 
于 是 ， 上 ME dzrsx0. 507 (精确 到 0. 001). 


(12) 注意 到 


2 a 
zx 一 er 一 1 十 zlnz 十 人 + 十 从 十 …， 
。 n, 


1 1 sy) 
?na n 了 2 。 
并 有 | zlmzdz=( 一 1) 二 人 于是， 


1 1 | 
| zdz 1 1 37 256 1 
如 取 前 四 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 


41 1 1 
0<4< 本 


ATI 5 10 


玖 [ zdzs0.783 (精确 到 0. 001). 
x* ) 参看 2286 题 ,m 一 nn. 
【2933】 求 一 段 正 蓄 曲 线 y==sinz (0 委 z 委 zx) 之 弧 长 ,并 精确 到 0. 01. 
解 弧 长 为 

5 一 『 A 1 十 dz=2 上 Vv ieoszdz=2 | 


下 
2 


1 1 1]。3 
(1+ 2 coSs? 工 1 27 0s z 十 引 - D3COS' 工 … ) dz 


2 


DO 


注意 到 上 cosz dz 一 了 


enlen! 


” , 即 有 
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rr ,xr*2! 1 xr*4! 1°3,._ 7°*6l _,..|-= 1 3.2 ... ， 
: ?于 + 2 21 91 27 3131 x(1+ 二 于 ) 


如 取 写 出 的 诸 项 计算 * 值 , 则 其 误差 


。5 。 1 1 
0<A<3 ?27 81 一 


4127 "27 A141 ~、102 


于 是 ,ssz3.14(1 十 0.25 一 0.05 十 0. 02)A3. 83， 
x* ) 利用 2290 题 的 结果 ,m 王 0. 


【2934】 椭圆 之 半 轴 为 a1 及 6 一 去 , 求 椭圆 的 弧 长 ,并 精确 到 0.01. 


解 ” 椭 圆 的 参数 方程 为 zx 一 asint，?y 一 bcost. 于 是 ， 
ds= Vx "+ yr dt= Va’cositt+b sint dt=a* VI—e sinitdt, 


其 中 e 一 2 一 人 为 权 贺 的 离心 率 ,从 而 得 


5 一 4a 上 w1 一 szsin2t dt 
0 


一 2 1 1 13 6 6 
=-4a| (1 Desint Zl22e Sint 3r 25e sin t )d 


da (Ede ee i) 
a (3 2 2 9102E "F52121 302 ”27。313! 


如 取 写 出 的 前 五 项 计算 s; 值 , 则 其 误差 0<A<10”?. 再 以 a,b 值 代入 , 即 得 


1.3 3.9 5 .27 527"3 .…) 
1 4 64°16 256 64 256*64°4 


和 xz2r(1 一 0.188 一 0.026 一 0.008 一 0. 003 一 …)sz4. 84. 
【2935】 两 根 电线 杆 相 距 2!= 20m, 电线 成 抛物 线 的 形状 . 若 电线 下 垂 高 度 A 二 40cm, 计 算 电线 的 长 
度 ,并 精确 到 lcm. 
解 ” 先 建立 抛物 线 AOB 的 方程 . 
取 坐 标 系 如 图 5. 2 所 示 , 则 方程 的 标准 形式 为 x? 二 2py. 
由 于 此 抛物 线 过 点 B(C10,0.4) ,所 以 ， 
10:=2p(0,4)， 力 一 125， 


即 ?一 区 0 之. 于 是 ,所 求 的 电线 长 为 


:一 | 1+ (zr) dz 


s =2r(1 


2 2 
=250 人 VITR dt=250 | (1+) 
0 0 


2 
[和 1，1，1.3，1.3.5， 
250 | (+ 去 : F122! +t aa Ia 帮 十 )d 
(1241.1.2 1 .2 
一 250( 基 十 天 ”255 一 2 2 让 ， 


如 取 前 两 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 0<A<E -20 “六? 之 10-. 因此， 


2 1 1 2 
下 十 于” "25 
即 所 求 的 电线 长 为 20.02m, 精 确 到 0.01m. 

注 “严格 地 说 , 若 不 计 电 线 的 伸 长 ,电线 的 形状 应 为 悬 链 线 . 


s~250 ( )~20+0. 02 一 20. 02m， 
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$6. 傅 里 叶 级 数 
1” 展开 定理 ” 若 函 数 /(z) 在 区 间 ( 一 马力 内 分 段 连续 并 有 分 段 连续 的 导数 /(z) ,并 且 一 切 不 连续 点 
是 正则 的 [ 即 /6 一 广 [7(e 一 0) 十 FE+0)]] , 则 函数 f(x) 在 此 区 间 上 可 用 传 里 叶 级 数 表示 


太一 学 十 2 (arcos FE+b,sin TS ), (1) 
式 中 
“= 于 | f (neos FEdr (na 一 0,1,2，)， (2) 
一 
= 十 | f (Dsin FEdr (n=1,2,0°). (27) 
一 
特别 是 ， 
(1 ) 车 函数 f(x) 是 个 函数 , 则 有 : 
Fr) 一 全 十 之 Cn COS 至 ， (3) 
式 中 ww 一 二 | J(z)eos FEdr (n=0,112..); 
0 
( ii ) 若 函 数 f(x) 是 奇 函 数 , 则 有 : 
f(D)— 2 bnsin >, (4) 
n=1 


式 中 b= 了 |[ fC)sin FEdr Cn 一 1,2，)， 
0 


一 个 在 区 间 (0, 四 中 有 定义 的 并 且 具 有 上 述 连 续 性 的 函数 /x) ,可 在 该 区 间 内 用 公式 (3) 及 公式 (4) 表 示 . 
2” 完 全 性 条 件 ”对 于 任何 在 区 间 ( 一 4,1) 上 可 积 的 且 其 平方 也 可 积 的 函数 f(x), 组 成 具有 系数 (2)， 
(2') 的 级 数 (1), 则 李 雅 普 诺 夫 等 式 成 立 : 


又 二 > (qd 十 号 ) 一 十 | f(z)dz. 
3” 全 里 叶 级 数 的 积分 法 ”在 区 间 ( 一 2, 思 内 按 黎 曼 意义 可 积 的 函数 f(z) 之 传 里 叶 级 数 (1) (即使 是 发 
散 的 ) ,可 以 在 此 区 间 内 逐 项 积分 . 


【2936】 将 函数 f(z) 二 sin'z 展开 成 信里 叶 级 数 . 
解 在 [一 x,x] 上 ,函数 f(z) 二 sin'z 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 有 


fx) = 学 十 >» (anCcosnztb, sinnz). 
n= 二 1 


由 于 
. l—cos2x\*_ 1 1 1 1 十 cos4zr 3 1 1 
4 一 一 
Sin 工 ( 3 ) 工 束 cos2z 十 ft 2 = 名 2 cos2z 十 8 cos4x， 
故 有 
_2 sdr=2f (3_ 1 1 一 3 
ao 一 元 站 sin‘ xdx ， ( 8 2 cos2ZXz 十 8 cos4z jdz 1 
dn = 之 [ sin zeosnzdz= 二 [ ( 写 cosnz 一 上 cos2zcosnz 十 尖 cos4zcosnz ) dx 
mT Jo rnJo`8 2 8 
0， 1 天 2， 12 天 4， 
1 一 
一 了 ， 2 一 2， 
1 
了， 姑 一 4; 
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= 二 | sint xsinzzdz 一 0 (n=1,2,**). 
开 —x 
1 1 
又 函数 F(z) 处 处 连续 , 故 其 傅 里 时 级 数 收敛 于 函数 本 身 , 即 F(z) 一 寺 一 于 cos2z 十 于 cos4z， 


注 “由 此 题 可 以 看 出 ,周期 为 2x 的 三 角 多 项 式 的 傅 里 叶 级 数 就 是 它 本 身 ,下 面 一 题 将 给 出 一 般 的 证 明 . 


【2937】 三 角 多 项 式 p, (Xx) 二 S) (a;cosiz 十 Bsiniz) 的 健 里 叶 级 数 是 怎样 的 ? 
解 ”p, (zx) 是 以 2r 为 周期 的 函数 ,不 妨 在 [一 x,mj 上 展开 成 健 里 叶 级 数 . 由 于 


“= p(ydr— 记 | ,> (aicosix 十 Bsiniz)dz 一 2ao， 
a = 1 [ pn (Xx) cosnzrdxz = 工 上 >， (aicosiz 十 B siniz)coszzdz 一 an 
TT J-x T Ji - 


b, = 1 上 ps Ca)sinnrdr= [ > (ucosiz 十 Bsinizr)sinzzdz 一 B. 
区 /x TJ- Ot 
于 是 ,在 [一 x,x] 上 ,有 


Pa(x) 二 名 十 2 (ancosnzxtb, sinnz)= >， (aicosir 十 Bsiniz)， 
即 p, (xz) 的 伍 里 叶 级 数 就 是 它 本 身 . 


[2938】 将 函数 f(x) 二 sgnx (一 x 过 x 过 x) 展 开 为 健 里 叶 级 数 . 
绘 出 函数 的 图 像 及 此 函数 之 傅 里 叶 级 数 之 若干 部 分 和 的 图 像 . 


利用 该 展开 式 , 求 茉 布 尼 英 级 数 “二 上 的 和 . 
解 由 于 


co = 二 ll sgnzdz 一 0， = 二 | sgnrcosnrdr=0; 
lr . 2 fr . 

b, 一 一 sgnzrsinrzzdz 一 一 | sgnzsinzzd 
T J TR Jo 


2 0 2 
一 一 | sinzmzzdz 一 一 一 cosnzx 
T 0 nn 


™ 2 和 时 
,zl! (—1)*], 
又 函数 f(x) 在 (一 x:x) 上 只 有 一 个 第 一 类 不 连续 点 , 故 其 侍 里 叶 级 数 收 敛 , 且 有 


、 一 1]， 一 <<z<0， 
4 sin(2k— 1)r 
< 和 | 


0， 一 0， 
2k-1l 


1, 0<zx<x. 
f(x) 及 其 健 里 叶 级 数 之 若干 部 分 和 的 图 像 如 图 5. 3 所 示 ,其 中 
画 的 是 一 项 5 两 项 之 和 5S; 及 f(x) 的 图 像 . 


AT DD 
若 令 * 一 于, 则 得 于 之 一 一 1; 即 莱 布 尼 世 级 数 


y， (一 1)”: 


一 工 
一 229- 14 


在 所 指定 的 区 间 内 把 下 列 函 数 展开 为 傅 里 叶 级 数 : 


、 4， 0< <， 

[2939】 在 区 间 (0,20) 内 展开 /n= | 其 中 A 为 常数 . 
0, /<=x<2l， 

解 ” 由 于 


27 


1 1 fi 
荆 | fcndzr= 十 | Adz 王 A， 
n i 0 
于 | 
l 


2 i 
f(x)cos Lu lL | Acos ?mdzr 一 0; 
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= 十 | fr) sin “rT = 十 Asin 办 qx 一 委 全 [1 一 (一 D"]， 


于是 昌林 展开 为 
A .2A 二 1 . nx A 
I 一 < 全， 一 /， 
2 十 元 2 元 Tsin(2A 十 1 2 工 
0， (<z<<21/. 


【2940】 在 区 间 ( 一 x,r) 内 展开 FCz) 一 并 . 
解 因为 f(z) 二 为 奇 洱 数 , 从 而 ,ao 二 a, 一 0, 且 
2 


2 = 二 [ zsinnzdz 一 二 [ Zsinzzdz 一 (一 1)” 1 一 ， 
T J-r To n 


1)"-1 Py ( 


故 按 展开 定理 ,f(x) 可 展开 为 2 >) ( r<<xz<<r). 
n=1 


【2941]】 在 区 间 (0,2r)? 内 展开 f(7) -Te 


解 ” 由 于 

] fae ra 1 2 | ax 

一 区 | 了 dx (nr 了 ) ， 0， 

2x — 2r 2r 

cn 一 工 | Tosnrdr= Ssinnxr 十 二 | sinnxdx=0; 

no 2 2nn o 2nxJo 
2 ， 多 2 1 2x 

b= 工 sinnrdr= 一 cosnr| 一 -一 | cosnxdz= 1 ， 

xnJo 2 2nx o 2rr Jo n 


故 按 展开 定理 , f(x) 可 展开 为 》) Sanz 一 开工 (0<zr<2n). 


【2942】 在 区 间 ( 一 x,zx) 内 展开 f(x)=|z|. 
解 ”因为 f(x) 二 jz| 为 偶 函 数 ,从 而 ,6b 二 0, 且 


x 2 
=- 二 | zdz 一 生字 
NT Jo x 2 


b 


Ts 
0 


一 过 | sinnzdz=-2[(—1)"—1], 
0 NTO nn 


2 2 . 
an 一 一 | xcosnxrdz=—xsinnz 
Tn Jo nn 


故 按 展开 定理 ,7(z) 可 展开 为 于 一 全 》) S930 一 |x| (一 x<x<n). 
R=0 


Cr， 一 T<<C7z< 0， 

[2943] 在 区 间 ( 一 xz 内 展开 f(z) 一 | 其 中 a 和 6 为 常数 . 
bx, 0<<zr<<Cr， 

解 由 于 


0 四 
ao = azdz 十 二 |. brdr—L— en, 


2 
< 
+b 


b, = 1 [ axsinnzdz+ 下 bzsinnzdz 一 全 (—1)"t!, 
Rs AT Jo 


故 按 展开 定理 ,f(x) 可 展开 为 


ar， 一 T<z<0， 
kasd 1yn+l 

全 (a+b) > sinnz= 0， Xx 二 0， 
”” br, 0<<z<<x. 


ba + > cos(2k 十 1)x 
4 (2kT1)7 


【2944】 在 区 间 ( 一 x,r) 内 展开 f(x)= 二 x 一?， 
解 因为 flx = zx? 为 偶 晒 数 , 从 而 ,b= 二 0, 且 
1 "4dr 


2[",.: ,2 -2 2 3 
“= | ex rdr= (nr 3 )|, a， 
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2 [(* , 2 2 f* ， 2 ，. 十 4 f* ， d 
a 一 二 | (rx:)cosnzdr= 一 一 | x*cosnzdzx= 一 x sinnzx 一 | xsinnxdx 
Rx Jo nx Jo nn 0 NXJo 


上 十 让 -| cosnxzdz 一 本 ( 一 1)o ， 
o n 


4 
= 一 xcosnr 
工 


故 按 展 开 定理 , FCz) 可 展开 为 25 十 4 > Coosnr=r -rt (xr<r<n. 


【2945】 二 区间 (_。 内 展开 f(x) 二 cosax(a 不 是 整数 )， 
解 ”因为 {f(x) 二 cosax 为 偶 函 数 , 从 而 ,六 一 0, 且 


2 让 2 . 
ao 一 一 cosaxzdzr 一 一 Sincr， 
代 .0 an 


cosazxrcosnzd7z=— | [cos(nt+a)zx+t+cos(n—a)xrjdr= 一， 
0 T Jo na 


_2 [ 1 fs 2sinar (—1)"t!a 
an 一 一 


故 按 展开 定理 ,7(z) 可 展开 为 | 吉 二 (1D 人 2% | cosar (一 wz<m， 
n=1 


【2946】 在 区 间 ( 一 n,n) 内 展开 f(x) 二 sinax(a 不 是 整数 ). 
解 ” 因 为 f(x) 二 sinaz 为 奇 函数 ,从 而 ,ao 王 a, 二 0, 且 
2sinar (一 1)" 17 


6 一 之 [ sinazsinnzdz= 二 [cos(n—a)z—cos(nta)zrjdr=o 一 一 ， 


12 一 Q2 
故 按 展开 定理 , f(z) 可 展开 为 23nax > CD ne inar (rten). 
〖2947】 在 区 间 ( 一 x,r) 内 展开 f(x)== shax. 
解 ”因为 f(z) 为 奇 明 数 , 从 而 ,ao 二 a 二 0, 且 


Ob, 二 之 | shazxsinnzdzx 
nT Jo 


r 


2 1 
一 | 一 一 shazrcosmz 
bs n 


L 


[一 1)e+3 


4 


十 全 [ comnachandr | 
n 0 


0 


2 
工 


a . 
shax+ = chazxsinnz 
7 0 


= 2 fx 
一 二 | shaxsinnxdzx 
n Jo 


L 


| 
4 | 


「 vv 一 Ta+l 2 px 1Tyn+l 2 
CD shar 一 乞 | sersinmrdz | 一 2 一 ”shor 一 红包 ， 
n n: Jo nn n 


(—1)"t 


即 b— Ca sban, 故 按 展开 定理 ,f(x) 可 展开 为 


Se 5) (—1)"+! 一 shax (一 r<Cz<Cr)， 


【2948】〗】 在 区 间 ( 一 Ah,h) 内 展开 F(Cz) 一 ee. 
解 ” 由 于 


页 
ao 一 元 | ee dz 一 二 (ex 一 e *) 一 地 shah， 


HT | nn . nn 
s 一 一 十 一 sin 一 一 


-iI nmry _ 1 Op hp mp .| CLD"2ah 
Un 下 e€ COS 阿 dz 阿 2 Nx 7 e | Ca 十 CR shah; 
a +( 站 ) A 
1 fF nnz, 1 sinh Rs | De 
一 一 “ar sin 一 -一 dr 一 一 。 ar nn 
b, 天 | esin 人 dz 二 :1 (号 】 e a7 Ten A shah, 
h 
故 按 展开 定理 ,f(zx) 可 展开 为 


nnzx .NNAX 
ahcos 一 — nxsin 一 一 


1 ~ 。 h h | 
?ao 二 At 1) Ch Fy | e” (—h<zr<h). 
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【2949] 在 区 间 (a,a 十 20) 内 展开 f(x) 二 


解 由 于 
1 2 
ca 一 本 zzdz 一 2(a 十 !/)， 
1 fat nNnx 1 nxnr| 1 ff nxr 2 nna 
“= 六 xcos 7 dz 二 zsin | 去 上 sin dz Asin 
ar2l 
1 fe 2! nna 
.= 地 | “rsin 2Tzdz 一 一 二 zeos 2 二 | Td axes 了 了， 
故 按 展 开 定理 , A(z) 可 展开 为 
aa 十 /十 好 (sin Decos 2 s zesin 2 ) rr (ae<<z<<a 十 20) 
n=] 


【2950】 在 区 间 ( 一 x,rx) 内 展开 f(x) 二 xsinx. 
解 ”因为 fFCz) 为 偶 函 数 , 从 而 :六 一 0, 且 


十 | sraz) 一 2， 
0 
站 


a 一 二 [ zsinzcosnzdzx 一 二 [ z[sin(nt+1)x—sin(n—1)x]dx 
kb 0 0 


2 fr" . _2 
ao 一 一 TSsinzdz 一 一 [一 xcosx 
T [9 T 


1 「 zcos(a 十 Dx sin(ntl)x | zcos(n— Dr sin(n—1)x ” 
Lg | n 二 1 (nt1)? n—1 (za 一 1) 


0 


一 n+1 
一 全 二 (nz 一 2,3,，…)， 


2 六 . 1 f* ， ™ 1 
al 一 一 xsinzrcoszdz 一 一 | zsin2zdz 一 一 
元 区 Jo 


0 


三 [一 元 cos2z 十 sin2z | 
故 按 展开 定理 , f(x) 可 展开 为 1 一 让 cosz 十 2 > 二 2 


9 


cosnr— rsinr 〈 一 T<<Cr<Cr). 
[2951] 在 区 间 ( 一 到, 六 ?内 展开 FFCz) 一 zcosr。 


解 因为 f(zx) 为 奇 应 数 , 从 而 ,ao 一 a 一 0, 且 


b, 三 二 上 zcosrsingnzdz 一 二 上 z[sin(22 十 1)z 十 sin(22 一 1)z]dz 
0 0 


2 xcos(2n+ Dx | sin(2nt+ 1)x Xxcos(2n—1)x , sin(2n— 1)x 
2n 十 1 十 


Lg (2nt1)? 2n—1 (27 一 1) | 0 
_(—1)"!16 n 
四 (472 一 1)2 
故 按 展开 定理 , f(x) 可 展开 为 此 >» sin2nz— xXcosrt (— 人 <<x< 3)， 
将 下 列 周期 函数 展开 成 全 里 叶 级 数 : 
【29S2】〗 f(x)=sgn(cosx). 
解 ”由 于 


jz 十 2zx) 一 sgnLeos(Cz 十 2r)] 一 sgnCcosz) 一 六 zxz)， 


故 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,又 f(z) 为 偶 函 数 ,从 而 ,5 一 0, 且 


<= 二 人 sgn(eoszr)dz 二 二 (下 + 《一 Ddz) 一 0， 
x 9 nT 0 各 


2 fr 于， a 
an =- 二 | sgn(cosz)cosnzdz 一 二 (小 cdsnrdz 一 | cosnzdz) 
0 0 和 
2 
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1 nn nxy_ 4 nn 
二 ( nSin 了 十 一 Sin 2 ) 二 sim 了 
0， n=2k (一 1,2,3，…)， 
一 4 
二 ， 一 一 0， 2 , 
| 1) CRT 7 2k 十 ] (k 1 ) 


1 Sos62 二 | 一 sgn(cosz) 〈 一 r<7<T). 


故 按 展 开 定理 ,f(x) 可 展开 为 三 > [ 2 


注意 此 式 在 F(z) 的 不 连续 点 z 一 一 下 和 x= 于 也 成 立 , 这 是 因为 在 这 些 点 满足 Fa 一 于 LA(z 一 0) 
十 f(x 十 0)]. 于 是 ,上 述 展 式 对 一 切 一 co<z 民 十 ce 皆 成 立 . 

【29S3】 f(x)=arcsin(sinz). 

解 f(x) 是 以 27 为 周期 的 连 连续 周期 函数 ,又 f(x) 在 (一 x,7) 内 为 一 一 奇 函 数 , 从 而 ,ao 一 必 一 0, 且 


《一 zsinnrdz | 


b, 一 二 [ arcsin(Csinz) sinzxzdz 一 二 [上 Xxsinnrd7r 十 | 
Ro 区 0 


工 
2 


一 二 (一 到 cosnz 十 7 二 sinnz ) ?cosnr 十 (二 cosnz 一 去 sinnz) 一 -sin 下 
区 n 0 n 各 n n 和 nix 2 
| 0， 7 一 2& (有 一 1,2,3，…)， 
一 4 
一 一 ee 
( 1) 2 n 2k 十 1 (kk 0,1,2， ) ， 


故 按 展开 定理 ， f(x) 可 展开 为 > sin(2k +t 1) z=arcsinC sinz). (一 < 之 7 过 十 0)， 


[29543 f(x)=arcsin(cosz). 
解 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 连续 周期 函数 ,又 f(x) 为 偶 函 数 , 从 而 , 刀 二 0, 且 


。= 二 | arcsin(cosz)dz 一 2 | ( T zx)dr 0， 
x Jo T Jo、2 


x 


an 一 | arcsin(cosx)cosnxdx= 二 | ( Tr ) cosnzxdz 
0 n 2 


bs 0 
2 | Tinnz— sinnzr 1 eonz | 一 全 二 [1 一 (一 D7] 
n| 2n n n o TH 
| 0， n=2k (k=1,2,3,'"), 
二 4 
ORF Ix n 二 2k 十 1 (k= 二 0,1,2,…)， 


故 按 展开 定理 ,f(z) 可 展开 为 >») oarcsin(cosz) (一 ceo<z<< 十 ce). 


[2955Y f(x)=x—[xj. | 
提示 注意 函数 f(z) 的 周期 为 1、 
解 ” 因 为 


flxt1)=xt+1—[zxt1l=xtl1 [xl—1l=7x—[xl= f(z), 
故 f(x) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 ,而 且 , 除 x 二 k,k 二 0, 十 1, 土 2,… 诸 点 外 ,f(z) 都 连续 . 由 于 


1 
m= 十 | {zx—[z] yaz=2[ Zdz 一 ]， 
2 


1 1 
a 二 工 | {x—[x]}cos2nxrdr=2 | rcos2nnrdr 
oO [a 
2 


=- 二 


Fsin2nnr + T7077 7 cos2nnz | | =0， 
b, 一 二 IK {x—[x]}sin2nxrdx=2 | Xxsin2nnxrdx 
1 0 

2 
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一 一 工 


1 . 
=2|— cos dr zeny inannz | ， Nx 


故 按 展开 定理 ,f(z) 可 展开 为 去 一 二 六 2] 《zt 0, 士 1, 士 2 


n=1 


[2956】 f(x) 二 (x), 其 中 (x) 是 xz 到 与 它 最 近 的 整数 的 距离 . 
提示 “与 2955 题 相同 . 


解 ”FGz) 是 以 1 为 周期 的 连续 周期 函数 . 由 于 
< 一 2 |. (Cz)dz 一 2 [fart ha —z)dz | = 立 ， 


1 1 1 
a， 一 2 | (x)cos2nnzxrdr=2 [| “rcos2nnxzdx 十 | (1 一 工 ) cos2mrzdz | 
0 日 闷 


2 1 . XT, 1 
,十 | 二 sinzmrx Sin2mr7 Tor eos2nrz | 


2/[ zs 1 
一 2 | | nn cos2nnz | 


1 
六 
2 


=— [( 一 1 一 可 
n 


(nn)? 
0， n=2k (k=1,2,3,..), 
-| 2. 1 7 一 2 十 1 (一 0,1,2，)， 
x (〔(2& 十 1)2 ” 


1 1 
b, =2 | xsin2nnrdr +] (1— z)sin2mmzdz | 

[a — 

2 


1 
2 


4Cnrn) 


0 


一 2 { | 一 -cos2nnx 十 sinznrz | 
2nn 


1 1 . 
+| D2nntt 2 过 -cos2mrz 一 Tsin2mrz | 


一 0， 


故 按 展开 定理 ,7(z) 可 展开 为 十 一生 了 ) SS 和 一 (z) (一 oo<z<+o0) 
A=0 


(2k+ 1)* 
2957 fx)=|sinx|. 


解 f(x) 是 以 为 周期 的 连续 周期 函数 ,又 f(x) 为 偶 函 数 , 从 而 ,6 一 0, 且 


国 x 
4 人 ，， _4 fz. 4 
ao 一 一 | sinz|dzx 一 一 sinzdz 一 一 ， 

T D 开 0 nn 


an = 三 eh [sin(2n+1)zx—sin(2n—1)xldzr 
0 [9 


2 


一 | 一 元 元 icos(2n 十 Dz+ 寺 二 Feos(2n—1)z | 


各 4 1 
开 


四 4 形 一 1， 


故 按 展开 定理 , 7(z) 可 展开 为 二 一 全 > 知 22 和 =|sinz| (一 co<z<+coo)， 


[E2958Y f(x)= |coszxl. 
解 ” 由 于 


f(x)= |cosx|= 


sin(z 二 至)|， 


Ce] 
wo COS2 十 地 
故 有 |eoszl 2 二 > "(zx 2 ) 2 4 S (—1)"cos2nz 


1 472 一 1 nT Xx 4n:—1 


2 4 n+1 COSZNnX 
tx Di 《一 co<z< 十 co)， 


8 1 


*) 利用 2957 题 的 结果 . 


[2959 fC7) = Yar sanz (ol<l). 
n 二 1] 


Sinx 


147 


…) 时 ,函数 值 理 


SI 


解 显然 名 (z)=Sinaxz 昆 -co<z< 十 cc 的 连续 函数 ,注意 , 当 z 一 Ar (一 0, 士 1, 士 2， 


解 为 其 极限 值 
.Sinzr lim oz 一 1), 


CoOsTx 


1 -7 
kr SINX rekr 


并 且 p, (xz) 是 一 个 周期 为 2x 的 周期 函数 且 为 偶 旺 数 . 此 外 ， 
) sinnx_ sin(n— 1)xcosrtitcos(n— 1)xsinr 
户 ( sinx sinx 


= p,_1(x)cosxcos(n—1)7, 


(一 co<7z< 十 coi 7 一 2,3，…). 


故 
[pa Cx) | Ip,1 (zx)|+1 
注意 到 pi (7x) 二 1, 由 上 式 , 利 用 数学 归纳 法 即 知 ， 
(—co<r<+o0; n=1,2,.). 


[p(x) | 


于 是 ， 


n 


ps | <nlol" (一 co<xz< 十 coi nm 一 1,2，). 
由 于 级 数 2 wlal" 收敛 (因为 le|<<1), 故 级 数 2 7 o” Saz 在 一 co<<z< 十 co 上 一 致 收敛 . 由 此 可 知 ,f(z) 


-> un sinaz 是 一 co<<z< 十 co 上 的 连续 函数 , 且 在 任何 有 限 区 间 上 均 可 逐 项 积分 . 
注意 到 f(x) 为 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,并 且 是 偶 函 数 , 故 忆 一 0, 且 


= 忌 gr sinnz] 二 sinnx 
2 sinz 4 sinz 4 
_2 人 sinnz 4 sinnz = 2 _ 2a 
Lg [> [| sinz > sinx dr | 2 和 2 “ 1 一 cz” 
2 < fr sinmzcosnz] z= ™ sin(m+n) zt sin(m— nz 
x 之 ° | sinz 元 > "| sinz nth, 
其 中 
L 1 a | sin(m+ zt sinGm— nz., 
nA 0 sinz 
1 人 sinCm+t mn) zt sinCm— mz 

三 工 2 | sinzx 
当 m 志 n 时 ,不 论 m 十 n 及 m 一 n 是 偶数 ,还 是 m 十 n 及 m 一 nn 是 奇数 ,IT 中 诸 积分 都 为 零 , 故 有 了 一 0. 当 m>>n 
时 ,车 m 十 n 及 m 一 n 为 偶数 , 则 I 中 对 应 的 积分 等 于 零 ;车 m 十 x 及 m 一 n 为 奇数 , 则 I 中 对 应 的 积分 等 于 
2x. 于 是 ， 

1,=2 y， Ch+D+n 一 2 。 ez. 
k=0 a 
由 于 a, 王 了, 故 按 展开 定理 ,f(x) 可 展开 为 
f(x) = (1+ 2 cosnr ) (一 co<xz<< 十 co)， 
x<*) 利用 2291 题 的 结果 . 
开 三 zx 之子 ) 展 开 为 传 里 叶 级 数 . 


2960 和 把 函数 F(z) 王 secz (一 才 
解 显然 A(z) 一 secr 在 (一 十, 二) 内 连续 ,而 且 是 偶 函 数 , 故 包 一 0, 且 


亚 
4 
0 


tan (于 + 不 ) |] 


= | seczdz 一 8 | m 
n 
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=|4 


.TX 寻 _ 之 
sin( 志 十 要》 8 1 一 cos(x 十 5 ) 


5 im x Ly nT ln x 
cos( 本 十 才 ) 0 sin(Zz 十 了 ) , 
| m [|e | | “一 上 InCliTV2)， 
COS 工 工 
a 8 和 T cosdnx dx (2 一 1，2，…)， 
T Jo cos 
由 于 
cos4nzr— cos(4nr—47x)=—2sin(4nxr—27x)sin2x+=—4sin(4nx—27x)sinrcosr 
=2[cos(4nzx—x)—cos(dnr—37x) lcosr, 
故 
_8 Ei cosdnx 
an 一 一 d 
TJo0 COST 
= [cos(4n—1)x—cos(4n—3)zxrjdzxtt 8 上 Sos4 (7 一 Dx dr 
开 得 开 J0 COS 立 
= 当 | isin(mr- 玛 ) 一 Tsin(nz 一 二 x) | + 
16| 《sin n (1)”!. sin 3E |+a 
工 47 一 1] ” 4 47 一 3 机 
16 V2 1 1 
x 了 2 (5 m1) toe 


_16 Vil)" 一 网 
元 【一 30 十 和 


由 此 递 推 公 式 ,得 
_ 16V2 (—1)* 16V2 鼠 (—1)* 8 
au 一 > 0 一 十 ao 元 2 tIn(ltv2) 


T 3)(4& 一 1) = (4k—3)(4k—1) 
(2 一 1,2,…)， 
于 是 ,下 面 的 展 式 成 立 : 
1 > (— 1)*! 
Secx 一 全 InG 十 V2 ) 十 > Es In(1 十 VY2) 一 2 cos 


一 开 TT 
( 4 < < 1 ). 


【29613 将 函数 f(z) 二 zx* 展开 成 健 里 叶 级 数 ;(1) 在 区 间 ( 一 x,x) 内 按 信和 角 的 余弦 展开 ; (2) 在 区 间 
(0,z) 内 按 倍 角 的 正弦 展开 ;(3) 在 区 间 (0,2x) 内 展开 . 
绘 出 函数 的 图 像 及 情形 (1)、(2) 与 (3) 的 仿 里 叶 级 数 之 和 的 图 像 . 


利用 这 些 展开 式 , 求 级 数 的 和 : > ,> RD ty 
解 (1) 由 于 5b, 一 0, 且 


2 
= 三 | dr 一 从 ， 


(1 4 
=( 1) 172， 


2 . 
sinmz 二 对 大 Fcosnr 5 Sinnx 
n 


A 
一 ~ 
和 
Ea 
-一 


2 [六 ， 
an 一 一 | zcoszizrdz 一 
式 n 


故 f(z 在 [一 x,zJ 上 按 余弦 展开 为 五 十 4 > Ccosnz=z? (一 x<x<m). 


n=1 
(2) 由 于 ao==a, 二 0, 且 


2 fr ,. 2/ zx 2 . 2 
b=| x sinnxzdz 一 下 (一 二 cosnz 十 高 Xsinnx 十 高 cosnz 
T D Tn nn n n 


149 


一 红 ( 一 Dr 十 和 [( 一 1D" 一 1]， 
nl nn 


ad 1ynil ， 
故 zx) 在 [0,z] 上 按 正 芒 展开 为 2r 了) (一 IJ 一 sinnz 一 8 》， 2 (0<zr<n). 
- 出 1 n r Et 


8 


2x 
(3) 由 于 “= 二 | zzdzr 一 一 -， 
x 0 3 


] 2r 1 2r 

一 2 

an 一 一 2 coszzdzr 一 一 

T 0 n 
1 
工 


儿 


2 2 2 . 4 
sinnXx 十 二 cosnx 一 二 sinnx 二 一 
n n n o 天 


2 dn 


0 n 


1 f= . Ed 2z . 2 
b= | zx:sinnrdz= (一 亏 cosnz 十 二 sinzz 十 高 cosnz ) 
nx Jo n n n 


2 o oo - 
故 /(z) 在 (0,2r) 上 可 展开 为 全 十 4 了 4r 2 Er (0<z<<2m)， 
nm 一] n=1 


函数 的 图 像 ,(1)、(2) 及 (3) 的 传 里 叶 级 数 之 和 的 图 像 ,如 图 5.4、 图 5.5、 图 5.6 及 图 5.7 所 示 . 


xc; 


2 n 
若 在 展开 式 (1) 中 令 x 一 x, 则 得 所 十 4 > 下 (一 1)" 一 x, 于 是 ， 


n=1 


将 级 数 (1) 和 (2) 相 加 ,得 》， EE: + 二 一 |] 村 , 即 
n=1 


【2962】 由 展开 式 
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(2') 


(3”) 


D3 1 和 san (一 xr<<Cxz<<r)， 
用 逐 项 积分 的 方法 , 求 函 数 x ,x 和 x' 在 区 间 ( 


间 ( 一 x,x) 内 的 健 里 叶 级 数 . 
解 ”将 原 式 在 [0,z] 上 逐 项 积分 ,得 


zx’ < » COSNnZz—1 
22 1) i. 
由 于 
5S) (rk 
1 n? 12°” 
代入 上 式 , 即 得 


:一 本 十 4 pk —1)" 2 (一 r<<z<r) 
将 (1) 式 在 [0,z] 上 逐 项 积分 ,并 将 工 一 2 > 2 一 一 一 一 sinnx 的 结果 代入 , 即 得 


_ nl Sinnzr 1 Sinnz 
2x > D"! tl2 2 1 (nr<n) 
、 一 1 2 bd 1 1 x*) 
将 上 式 从 一 r 到 工 积分 ,并 以 >) 序 = 写 及 2 方 = 约 代入 ,得 
一 n=1 
TA CS » COSNX 2 ,x ~ a41 COSNAT | .x 
一 守 一 2 2 D" Ti 2x Ft12 2 D+12. 训 ， 
即 
于 十 8r > (—D" OPE+48 > (DT (rren). 
x ) 由 z=2 >) (一 De 及 
一 
2r 之 (— DD"™! +t12 (一 1)" 之 一 z 十 12 > (—D" Sinz, 
得 
bd ; 2 .3 
2 DT (rrr). 
nm 一 1 
将 上 式 从 0 到 工 积 分 ,得 
一 2 2_ 
> D" sos 1 -2 (Ar). 
2 i 二 
以 了 一 x 代入 ,得 了 (一 1D" 一 和 一 各, 即 
1 
A (2n+1)* 36 
由 于 级 数 
sl 
n=1 2 
收敛 , 夏 可 设 其 和 为 S. 于 是 ,由 (5) 一 (4) 
-1 
A (2 5 96° 
即 芒 一 S 一 王 , 从 而 ,S 二 》 二 一 了 .同时 ,还 可 求 出 Di 一 二 及 
16 56 "> On 90 ' A (2n)’ 2 90 
(—1)"! ~ 1 ~ 1 /1 1 7 
2 区 2 (27 十 1); 2 (2n)’ ( 吉 24 -56) 720™ 
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(4) 


(5) 


(1) 


(2) 


(3) 


X' 的 展开 式 , 事 实 上 ,将 x* 的 展开 式 从 0 到 工程 分 ,再 以 


也 可 利用 此 结果 求 得 zi 
CD CD 7x 
> 12 及 2 nt 720 


代入 即 得 ， 
数 (x) 一 1” 1" <a， 的 李 雅 普 诺 夫 等 式 
【2963】 号 出 本 tn- zx 


利用 李 雅 普 诺 夫 等 式 , 求 级 数 > Simme 及 > 苇 近 cos na 之 和 


解 由 于 为 候 数 ,从而 be 一 0 
=2 上 dz 一 一 ， “= 二 上 cosnzdz 一 人 Da ， 


Co 
nx 0 
1 | f20 yz 三 上 | dz 一 至， 故 对 应 于 f(z) 在 [一 x,x] 上 展开 的 李 雅 普 诺 夫 等 式 为 


全 + p> (a2 4b:) -加 + ;> sin2 = 1 = f? CDdz= 拼 . 


n=1 


a(x—a)_ x — 3xat 3a’ 
6 - 


于 是 ， > Sin2 sin na— 一 从 
过 cin? ) 
5 coOs2 na S$) 1 >) sin’ ne 
n? 7 一 n? 6 2 
n™] 日 一 1 


n=1 


名 ,而 


x*) 利用 2961 题 的 结果 ， 
六 0 委 7 委 1， 
〖2964】 将 函数 f(z) 二 41， 1<z<2， 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
3 一 了 ， 2 委 Z 委 3 
解 将 f(x) 在 [0,3] 上 按 周期 为 3 作 健 里 叶 展 开 , 注 意 其 图 像 , 易 见 (x) 的 延 拓 ( 周 期 为 3) 是 偶 孙 数 
和 4， 


从 jb, 0, 且 
J\T dx Zdz dz 3 一 工 一 


Uo 
2nnx 
dz 


2 3 
| OS dr | (3— x)cos 3 


WI 


1 
3. 
2 
_2 
3 


Cn 


n 
Fo + cos 3 
9 | 


n 2 . 
Sin 
nT 3 


等 ) | 


9 (cos eos 3 


3 3 nn 
On 1)"cos 3 ， 


(nn) 


| 

J s Sd dz 十 

， 加 Ze re )* 

故 按 展开 定理 ,f(x) 在 [0， 人 
2 十 3 y， [ 访 十 


1 


(一 1) co 千 |eos 和 2nnr = f(x). 


nz 


由 于 


; 1 
2 | nn? 3 
} = 十 (一 吝 十 剖 )cos2rz 


) 
; )eos + ( 志 十 计 )cos4rz 十 … 


ll 2anr,3,1l1l 
cos -3 十 了 2 A COS2nnx, 
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故 的 全 情人 


2 四 1 、 os LE 十 下 pp Lcos2nxz= f(x) (0 志 X 志 3). 
3 乞 7 2r 全 | 并 


利用 公式 ln sinz 一 二 (一 习 , 式 中 :二 er 及 1 二 e“, 将 下列 函数 展开 成 伟 里 叶 


级 数 : 
[2965Y” cos*”r (m ee 


解 coszmz (Ete)"- 去 > Ch eta" -De ee 一 遍 C& 十 去 (S 十 六 ) [oA 


2 =0 t=m+l1 


二 iC 2 + 志 [ 六 Ch erm Dr + Cm! e ?mi ] 


-站 C% + 3 Cn [ez 一 9 十 ez 一 一直 CS 3 I 5 Cyacos2(m—s)r 
一 让 C2 十 到 一 I > CE * cos2kz. 


由 于 上 述 表 达 式 为 一 三 角 多 项 式 , 故 在 (一 o, 十 避 ) 内 的 仿 里 叶 级 数 展开 式 即 为 它 本 身 . 


gsinx 
一 -一 二 一 一 -一 1). 
[2966] 1—2gcosz+tg ‘lal<D 
解 由 于 
(ez 一 ee ， | 
gsinzx 2ie e “) 1 ql(e”"—e “) _1 ( 1 1 ) 
1—2gcostr+qg 1l—g(e"+e “)+g 2i (1 一 ger)(1 一 ge =) 2i\l~ge” 1 一 ge 


一 吉 [G1 十 ge 十 时 e 十 和) 一 (1 十 ge 十 用 e “+ .)] 一 gsinz 十 02 sin2z 十 … 


及 级 数 
asinz 十 gsin2z 十 … 十 gsinzxr 十 …… 


满足 lg"sinnz| 和 go ,而 > go (19|<<1) 收 敛 , 故 级 数 在 (一 co ,十 cc) 上 一 致 收敛 . 因此 ,级 数 
asinz 十 ge sin27z 十 … 十 gsinzz 十 和 … 


即 为 其 和 一 4505 ( 它 是 周期 为 2x 的 奇 函数 ) 的 傅 里 时 级 数 , 即 


1 一 2qcosz 十 9 
esinz ， 
3 vsioz- 1—2gcosz TF (一 co<z 民 十 co). 
[2967] -1 一 人 (gl<1). 
1 一 2ccosz 十 全 
1 一 吧 1 一 & 2 1 
解 由 于 1 一 2gcosz 十 到 ”1 一 (ez 十 e- 二 0 4 gr I ge) 
1 1 
十 这 * 1—ge™ 


二 一 1 十 (1 十 ge* 十 ge 十 …) 十 (1 十 ge “十 gre 十 …) 


一 1 十 2 >， G@" Cosnzx. 


娓 一 


又 上 式 右 端的 级 数 在 (一 co ,十 ce) 内 一 致 收敛 ,因而 , 它 就 是 函数 


叶 级 数 . 


1 一 gcosZ 
【2968】 1—2gcosr tg (lg|<=1). 


解 由 于 


lg 
1—2gcosz+g z 在 一 < 十 吕 内 的 依 里 
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一 -er 十 ea) 
1l—gcosx 1 2 (e 一 
1 一 2gcoszr 十 吧 1~—aq(e”++e “*)+g 


2 一 ger 一 ge * 1 ( 1 1 ) 
(1—ge”)(l—ge *) 2 1 一 ger 1 一 ge ™ 


1 
2 
到 [GT+eer 十 gr ex 十 …) 十 (1 十 ge "十 gre 和 十 …)] 


一 1 十 gcosz 十 gz cos2z 十 … 一 > gcos7， 


于 一 0 


又 上 式 右 端 的 级 数 在 (一 co ,十 ce) 内 一 致 收 伍 , 因 而 它 就 是 函数 一 一 geesz -在 一 co<xz<< 十 co 内 的 傅 里 


1 一 2gcosz 十 
叶 级 数 . 
【2969J ln(1 一 2ccosz 十 和 ) (lgq|<=1). 
解 ” 由 于 1 一 2gcoszx 十 之 1 一 2g 十 二 (1 一 gq)* 之 0, 故 in(1 一 2qcoszx 十 qg) 是 (一 0, 十 吕 ) 内 的 连续 函 
数 , 而 且 是 周期 为 2x 的 偶 孙 数 , 将 函数 对 求 xz 导数 ,得 


2 、 /一 2gsinzt < a 2 一 oo 一 十 
[ln(1 一 2gcosz 十 轻 )] T—2gcosz Tg 2 2 Tsinnr (一 co<7z< 十 co). 


n 


对 上 式 从 0 到 工 积分 (由 于 上 式 中 级 数 在 (一 o20, 十 2) 内 一 致 收敛 , 故 可 在 有 限 区 间 上 逐 项 积分 ), 则 有 


= 20sin 工 二 [ . 
一 2 3 一 | n 
ln(1—2gcoszx++g) [ 1—2gcosr Tg dz 十 2ln(1 一 9) 一 2 2 ,9 sinzzdz 十 2ln(1 一 q) 


二 一 2 之 下 cosnz 十 2 之 和 十 2in(1 一 9). 


而 In(1 一 0) = 一 》) 守 , 于 是 ， 


n=1 


In(1—2gcoszx+t+gqg:)=—2 >» 全 cosnz (一 co<<Zz 民 十 co)， 


由 于 右 端 级 数 在 (一 oo, 十 oo) 内 一 致 收 敏 , 故 它 就 是 左 端 函数 的 传 里 叶 级 数 . 
*) 利用 2966 题 的 结果 


将 下 列 无 界 周期 函数 展开 成 依 里 叶 级 数 : 


【2970〗 f(x)=In 


sin 插 |. 
解 f(x) 是 以 27 为 周期 的 周期 阻 数 , 当 x 二 2kx (k 二 0, 土 1, 十 2,…) 时 函数 有 无 穷 不 连续 点 . 由 于 


FCz) 是 偶 函 数 , 从 而 ,0 一 0, 且 


区 Ce] 
“= 三 | Insin 也 dz 一 芋 Insintdt 一 生 ( 一 下 In2) 二 一 2ln2， 
TX Jo 2 TX Jo 工 2 
» ry 
2 fx 2 | 1] fr Sinnzcos 本 
an 一 一 | lnsin cosnrdzx=— sinnzlnsin 一 dx 
Xx Jo 2 nn 2 |。 nxJo .XX 
sin 二 
2 
1 ,sin(n 十 去 )z 十 sin(n 一 去 ) 
dz 
2mr Jo in 之 
Sm 
__l1 ? sin(2nt Dey, 1 2 sin(2n— Dt,, 
nnxJo sint nnJo sint 
由 于 
| Dagan (n=0,1,2,.), 
0 Sin 
故 
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六 sin(2n+ Dx + 上 sin(2n+ Dz] =x 


0 SINnX sinx 


在 上 式 左 端 第 二 个 积分 中 令 x 一 + 二 u, 即 得 与 第 一 个 积分 相同 的 积分 ,从 而 ， 
条 sin(C22 十 1) 4 一 工 


6 sinx 2 


利用 这 一 结果 , 易 得 


由 于 f(x) 二 In sin 学 | 在 (一 rm 内 绝对 可 积 (参看 上 面 ao 计算 ) : 


lnsin 序 | dz 一 一 2 [ lnsin 到 dz 一 2xln2<< 十 co ， 
站 


『 LrcoDldz=2 

且 除 zx 一 2kr(R 一 0, 士 ], 士 2,…) 诸 点 外 ,在 其 他 的 点 F(z) 均 可 微 , 故 根据 傅 里 叶 级 数 收敛 的 Lipschitz 判别 

法 (参看 T，M. 非 赫 金 哥 尔 茨 著 , 微 积分 学 教程 ,第 三 卷 第 三 分 册 658 上 自 ) 知 , 除 上 述 诸 点 外 ,f(x) 的 健 里 叶 
级 数 收敛 于 f(z) 本身 , 即 

ln 


sn 部 |= ln2 一 2) S (rz2hrs 一 0, 士 1, 士 2 ) 


n=1 


< ) 利用 2353 题 的 结果 . 
x %*) 利用 2291 题 的 结果 . 


COS 芋 
2 | 


2971] f(x)=In 


提示 利用 2970 题 的 结果 . 
解 ” 利 用 2970 题 的 结果 , 即 得 


~ ”irl 
ln cos 地 | 一 ln sin | ln2 >， SOsm( 已 一 一 ln2 十 > (一 Dosmz 
n=1 7 n=1 7 
(Xx 关 (2m 十 Dx; m= 二 0, 土 1 , 士 2,…). 
【29721 f(x)=In an 部 | 


提示 利用 2970 题 及 2971 题 的 结果 . 
解 ”利用 2970 题 及 2971 题 的 结果 , 即 得 


工 
引 
一 [- ljn2 一 > | 一 [一 ln2 十 > CC Dcosnr | 


cos(2k 二 1)x 加 
=-2 > rr k=0, 土 1, 士 2,1) 


一 ln 


. 工 
sin 本 in | cos 


ln 


| 


tan 


【2973〗 将 函数 F(z) 一 [ Ina/ cot 广 dt (一 x 信 X 人 nn) 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
解 将 函数 对 开 求 导数 , 则 得 


1:, 、_1 rr| _l rz| CC cos(2k+1) zr" 
f (x) 2 ln | cot 2 | 2 ln | tan | >， Dk 十 J 
由 于 
Fr 一 一 二 in tan 工 | 一 1 ln | cos ln| sin 立 
2 2 2 2 2 2 


加 ， 让 全 t | ， SN sin(2k+ Dx 
在 (一 rr, 如 内 绝对 可 积 , 故 得 | ln A/ | co 去 | d= 了 和 (rx. 


x) 利用 2972 题 的 结果 . 
【2974】 水 数 X 二 zx(s) ，y 一 y() (0 委 s 委 4a) 是 正方 形 : 0 过 x 之 a, 0 二 y<a 的 围 线 的 参数 方程 ,其 中 s 
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为 依 逆 时 针 方 向 从 点 O(0,0) 起 计算 的 弧 长 . 试 将 这 两 个 函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 


解 ” 根 据 定义 ,x(s) 的 表达 式 可 写 为 


5 0 委 *< 委 <， 

a, a<s 委 2c， 
(35) 一 

3a 一 5， 2a 委 ss 魏 3c， 

0， 3a< 和 妇 44. 


于 是 ,zx(s) 在 [0,4a] 上 的 健 里 叶 级 数 展开 式 为 
县 十 2 (weos +b sin 2 ) ， 
其 中 
“= 二 | xz(5)ds 一 站 [jsast ad 十 | (3a— sds | 一 4， 


Cn 


上 (3s)cos 2 ds 


2a 
一 工 
2a 
工 [| SCOS 于 ds 十 上 acos ds 十 | (3a—s)cos ds | 
2aLJo 

_1 

去 ( 


2 sin E+ ( 2a nn ]+|[- 绎 sm 玛 ] 
| 天 sin 到 (至 ) (cos 2 1) | nn Si 2 


n 
+[( 5 sin 2 ) 6a- sin 3nn ( 2 ) (cos Sn COSn x) ]| 
2 


= cs (cos 字 1 一 cos 3 十 cosmr ) 
0， 7 一 28，R&R 一 1，2，3，…; 
-| 2 一 28 十 1， k=0,],2,3,°. 
4a 
已 = 支 |. Z(5) sin Tds 
3a 
一 工 [Tf ssin ds+ | asin 于 ds + | (3a CO— s)sin ?dy | 
2a 2a 2a 
_1 2a? MX /2aN’: . nx [ 2a7 2a’ nn 
去 {[ nx cos 2 (经 ) sin 3 十 2 cosn x+22 cosz | 
2 2 2 2 
(一 外 cos 驶 +cosn x) 十 (Scos 33 全 cosnr)+ 人 4 
一 -24 2 in 32 
= (sin 2 sin > ) 
0， 7 一 2&， R 一 1,2,3，…， 
一 是 
{ec n=2k 十 1; 一 0,1,2,3,.. 
因此 , 按 展开 定理 ， 注意 到 X(0) 一 x(4a) ,x(s) 的 健 里 叶 展 开 式 为 
_a 4a 1 (2k+ Dns, 4a SN (一 1) (2k+ 1)rs 
x(s) 一 /CBRTI OS 元 十 >， CRF 1 in 2 
辣 科 ,要是 义 Co 的 开办 
0， 0 委 :* 魏 <， 
5 一 0 av 妇 2a， 
y(s) 一 


a, 2a 委 * 魏 3a， 
44 一 5， 3a< 妇 ss 委 4c. 
于 是 ,y(5 在 L0,4a] 上 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
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《0 委 5 委 4a). 


学 + Cn cos 2 于 十 B sin 2 ) ， 


其 中 


1 a 1 2a 3a da 
4 一 元 . y(s)ds= 2 [| (s— a)ds+ | aa+| Ga—sds| 一 Q， 


lf 2 
A, 一 元 | y(s) cos Lsds 


一 了 | “ss a)cos sds+ | ‘acos sds + [" Ca—s)cos Bds | 


2a 
1 2 La (co 一 cos 语 )) 一 (一 经 sin 罕 ) | 
到 | ( nn 2 Am 2 nn 2 
2a2 . 3 | | _ Ba’ , 3nn 6a’ . 3nn, da 4a’ 3nn 
+| Esin 2 十 ( ansin 2 ) ( Ann Sin 2 | Ros 2 ) | 
_ 2a nn 3nn 
(cosnn cos -7 1 十 cos ) 
0， n=2k, k=1,2,3,", 
-| n—2k 十 1, 一 0,1,2,3,…. 
x 
4a 
B， 和 CDSsds 


| (s— a)sin ds +| asin rsds 二 | (4a 一 9)sinzgzsds | 


2 


2a 2a? nn 
cosnx 十 一 -cos 
nn nn 2 


~ 24 
一 二 [( (一 经 cosnr+ 经 cos 2 4a zsin 2 ) 一 ( 
nz nx 


2a 2 2 
_2a 3nx, 2a’ + Ba’ | 8a’ 3nn 

+( Nr COs -3 十 “和 cosmr )+ ( rt nos 2 ) 

( 8a: _ 6a’ 3nx 4a? in az 

nm nn 2 mr? ) | 
一 -22 (sin am - 焉 】 

Rr (sin 2 一 sin 7 

0， 1 一 28，R 一 1，2，3，…， 

4a( 一 1)4+1 
{sc 2 一 28 十 1， k=0,1,2,3,., 


因此 , 按 展开 定理 ， oe 站 得 >(s) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 


=- 全- (2k+ Drs, da Ty C—1D*! (2k+ Dxs 
> ED CH cs 2 之 (TD 2 


(0<s<4o)， 

【2975】 应 当 如 何 把 给 定 在 区 间 (0, 地 2 ) 内 的 可 积 聊 数 . 疙 xz) 延 拓 到 区 间 ( 一 x,x) 内 ， 使 得 它 展开 成 傅 里 
叶 级 数 后 具有 以 下 形式 : 

FaD= Dh ascos2n— Dz (rr? 

提示 应 有 fC 一) 二 f(2), tx 站 一 (rczc<m 

解 ” 由 于 展开 式 中 无 正弦 项 , 故 f(x) 延 拓 到 (一 x,m) 内 应 满足 f( 一 zx) 二 f(z). 也 数 f(x) 延 拓 到 (地 
7) 的 部 分 记 以 g(x) , 则 按 题 设 应 有 

上 f Cz) cos2nzdz 上 g(x) cos2nzdz=0 (n=0,1,2,.°). 

在 上 式 左 端 第 一 个 积分 中 作 代 换 x 一 x 一 y, 即 得 


一 上 Cr 一 y)cos27ydy 十 由 &(CZ)cos27zdzr 一 0， 
™ 到 
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也 即 
六 [Fr 一 z) 十 gCz)jcos2mzdz 一 0 (2 一 0,1,2，…). 
至 


为 要 上 式 成 立 , 显 然 只 要 求 对 于 (-2 ,m) 内 任 一 工 值 , 伍 有 
Fr 一 z) 十 gE(z) 一 0， 即 SCz) 王 一 矿 r 一 并 ). 
总 之 ,首先 要 在 (也 ,x) 内 定义 一 个 函数 ,使 它 等 于 一 f(x 一 z+) ;然后 ,再 按 偶 函 数 延 拓 到 (一 x,0) ,不 妨 


将 延 拓 到 (一 r,r) 内 的 函数 仍 记 为 f(r) , 则 由 上 述 讨 论 知 , 必 有 
fC—zr)=fr), Fr 一 Z) 一 一 7) (一 r<z<T). 


【2976】 应 当 如 何 把 给 定 在 区 间 (0,->) 内 的 可 积 函 数 /x) 延 拓 到 区 间 ( 一 x,z) 内 ,使 得 它 展 开 成 傅 里 
叶 级 数 后 具有 以 下 形式 : 
fx)= 5 bsin(2n—1)r (—x<r<n)? 


提示 应 有 fC( 一 xz)= 一 fx), f(x—z)=f(7) (—x<r<n). 
解 ”由 于 展开 式 中 无 余弦 项 , 故 f(x) 延 拓 到 (一 x,x) 内 应 满足 f( 一 +) 一 一 f(x). 函数 f(x) 延 拓 到 


(1) 的 部 分 记 以 gtx), 则 按 题 设 应 有 


I'm f(x)sin2nzdx 下 glx)sin2nrdr=0 (nz 一 1,2，…). 
在 上 式 左 端 第 一 个 积分 中 作 代 换 x 一 z 一 y, 即 得 
加 f(x—y)sin2nydy 二 上 g(x)sin2nxrdx=0,， 
也 即 
人 [一 Fn 一 z) 十 g8(Cz)]sin2zzdz 一 0 (n=1,2,.). 
和 


为 要 上 式 成 立 ,显然 只 要 求 对 于 (也,x) 内 任 一 >Z 值 , 恒 有 
一 (rr 一 Z) 十 gr) 一 0， 即 g(CZz) 一 Cr 一 工 ). 
总 之 ,首先 要 在 (了 ,z) 内 定义 一 个 函数 ,使 它 等 于 f(x 一 z) ;然后 ,再 按 奇 函数 延 拓 到 (一 x,7) ,不 妨 将 


延 拓 到 (一 rr) 内 的 函数 仍 记 为 f(z), 则 由 上 述 讨论 知 , 必 有 
一 zz) 一 一 zxz)， Ar 一 Z) = 一 Fz) (一 rr<z<r)， 


【2977】 在 区 间 (0, 屯 ) 内 把 函数 F(z) 一 z( 于 一 z) 展 开 :(1) 依 角 的 奇 倍数 的 余弦 展开 ; (2) 依 角 的 奇 


倍数 的 正弦 展开 . 
绘 出 情形 (1) 与 (2) 的 傅 里 叶 级 数 之 和 的 图 像 . 
提示 (1) 利 用 2975 题 的 结果 , 延 拓 函数 , 求 出 aztrl(R 一 0，1,2，…). 
(2) 利 用 2976 题 的 结果 , 延 拓 函数 , 求 出 bais1(R 一 0,1,2，…)， 
解 (1) 利用 2975 题 的 结果 , 延 拓 函数 ,使 有 fC( 一 +) 一 了 (x), f(x 一 z+) 一 一 f(x). 于 是 ,有 
ao 二 (ffs)eosc2k+ Dzdz 十 |， [一 Kx 一 z)]cos(2 十 D)zdz] . 
若 在 上 式 右 端 第 二 个 积分 中 令 x 一 + 二 y, 则 得 到 与 第 一 个 积分 同样 的 结果 , 即 


Grr 一 二 上 fr)cos(2k+ 1) rdr 


4 工 
一 元 ， z( 至 一 z)cos(24 十 1)zdz 
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-HRz( 本 -xz)sinC24+Dz|， | ( 亚 一 2z)sin(24k 十 1D)zdz 
开 0 


4 [于 cos (2 1) x—2zcos(2k+1)z | ? + gp 上 cos(2& 十 1)zdz 
0 


( 丈 二 TD 


2 8 - 工 
RFI t CRT a at 1) 


= 册 
一 一 人 02 


于 是 ,/(x) 的 展开 式 为 
4 (1) 
-2 (| hy x CE |eosC2k+1)z) 


=x (至 一 zx) (0O<z<- 了 )， 


其 和 的 图 像 如 图 5. 8 所 示 . 
(2) 利用 2976 题 的 结果 , 延 拓 函数 ,使 有 
FJ 一 z) 一 一 Fr)， Fr 一 zZ) = f(x). 


brj = 之 [fensinc2k + Dzdzt | fr — zx)sin(2k+ Dzdz |. 
开 o 至 
车 在 上 式 右 端 第 二 个 积分 中 令 x 一 + 二 y, 则 得 到 与 第 一 个 积分 同样 的 结果 , 即 


ba = 4 fx)sin(2k+ 1) rdzr 


= 和 人 人 六 一 z ) sin(24 十 1)zdz 
4 nx 加 4 加 工 
CRETE I xz 人 2 z)cos(2k 二 1Dz| | (至 2z )cos(2k+ 1)xdr 
= 4 [( bs 27)sinc24+ Dz | | 8 六 sin(2k 十 1)zdz 
(2& 十 1)2 均 2 (2k+1):x 
一 Rt 
一 给 一 1 8 (k=0,1,2,.…)., 


(2k+1)? (2g+ lx 
于 是 , f(x) 的 展开 式 为 


人 (一 1)4+1 4 - 元 x 
2 2 {| 十 jsinC2t+ Dz)~z( 吾 -=) (0 委 z 委 7). 


(2& 十 1)2 《2 十 1)3r 


其 和 的 图 像 如 图 5. 8 所 示 . 
【2978〗 设 f(r) 是 以 为 x 周期 的 反 周 期 函数 , 即 f(x 十 x) 二 一 了 f(z). 间 此 函数 在 区 间 ( 一 x,w) 内 的 传 


里 叶 级 数 具 有 怎样 的 特性 ? 
提示 az, = 二 0 (xn 二 0,1,2,*…) ,bz 一 0 (n= 二 1,2,…). 


解 ” 由 于 
= 二 | (rz)cosnzdz= 二 | 一 [ flrt zcosnzdz + | f(r)cosnrdz | (n=0,1,2,.), 
故 在 上 式 右 端 第 一 个 积分 中 令 rz 十 x 二 y, 则 得 
= = [ [CC— D+1]f(r) cosnzdz. 


于 是 ,得 az, 二 0 (n= 二 0.1,2,…). 同 理 ,可 得 2.=0 (n= 二 1,2,…). 因 此 ,函数 f(x) 在 (一 x,n) 内 的 全 里 叶 级 
数 的 特性 为 
an 一 0 (n=0,1,2,.), bzn—=0 《7 一 1,2,…). 
【2979】 设 f(r 二 zo) 二 f(x), 则 函数 FCz) 在 区 间 ( 一 xx) 内 的 傅 里 叶 级 数 具 有 怎样 的 特性 ? 
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提示 “与 2978 题解 法 美 似 ,az ;1 一 bo ;一 0 (一 1,2，). 
解 “与 2978 题解 法 类 似 , 我 们 可 求 得 
“= 二 | [OC—1)"*+1]f(r)cosnrdr (n=0,1,2,."). 


因此 ,有 
co-1 一 0 (n=1,2,3,.). 


同 理 , 可 求 得 
po 一 0 (2 一 1,2,3，…). 
因此 ,函数 F(z) 在 (一 xz) 内 的 傅 里 叶 级 数 的 特性 为 ca 一 bo 二 0 (2 二 12 3，…) 


【2980】 对 于 一 个 周期 为 2r 的 函数 y 一 了 (zx) , 若 函数 的 图 像 ;(1) 以 点 (0,0),( 士 计 ,0) 为 对 称 中 心 ; 


(2) 以 坐标 原点 为 对 称 中 心 并 以 x 二 也 为 对 称 轴 ; 问 其 傅 里 时 系数 a, ,b(n 一 1,2,3,…) 具 有 怎样 的 特性 ? 


提示 (1)as= 二 0 (nr 一 0,1,2, 0，p 一 0 (n=1,2,3,.); (2)a=0 (n=1,2,°), bn—=0 (n=1,2, 
3，…) » 
解 (1) 由 题 设 函 数 f(x) 满足 
f(—zx)=~— fz), f(x—zx)=— f(z). 
因此 ,a, = 二 0 (n= 二 0,1,2,…), 且 


到 一 二 ({ zsianrdr 十 | [一 Jr 一 z)]sinnrdz]} 
一 二 让 fz)sinnrdr + (— D" |? fowsinnydy | 


bq 
= 过 Li 十 (一 1)"]FCz)sinnzrdz， 
o 


故 2 :一 0 (n 二 1,2,…). 因 此 ,f(zx) 的 傅 里 叶 级 数 的 特性 为 
ar 一 0 (n=0,]1,2,.…), 2p -1 一 0 (zx 一 1,2,3，…). 
(2) 由 题 设 函 数 f(x) 满足 
一 Z) 一 一 FFCz)， f(xn—zx)= f(x). 
同 (1) 一 样 ,a; 二 0 (n 二 0,1,2,…), 而 


= 全 上 [1 二 (一 1)o+i]FCz)sinmazdz， 


故 bs, 二 0 (mn 二 1,2,3,…). 因 此 ,f(x) 的 仿 里 叶 系 数 的 特性 为 
cn 一 0 (n=0,1,2,.…), bzr =0 (n=1,2,3,.…)., 
【2981】 若 函 数 pg( 一 z+) 三 J(z), 问 VCz) 与 内 z) 的 傅 里 叶 系 数 ab 与 ay 记 (Ca 一 0,1,2，) 之 间 有 何 
关系 ? 
提示 ao 一 w (na 一 0;,1,2，…) ,已 一 一 8 Cn 一 1,2,3，) 
解 ” 函 数 p(x) ,yz) 的 体 里 叶 系 数 分 别 为 


.= 过 | ep(z)cosnzdz， 本 glx)sinnrdz; 
_1r 1 
"一 二 [ p(x) cosnrdz, 三 [ px)sinnzdz. 


由 于 
a 一 二 [| ger)eosnzdz + | pz)cosnrdz | 
故 在 上 式 右 端 两 个 积分 中 代 作 换 一 z 一 y, 并 将 pg( 一 x) 二 g(x) 代 入 , 即 得 
Qn = 过 [| yc)eosnzdr+ | wz)cosnzdz] = 二 三 fx) cosnzrdr—=a,. 


160 


b, 一 ， (x) Sin7zz dz | (Xx) sinnz dz | PX) sinnz dx | J Ax) sinnx dx 
a 元 9 9 元 加 


一 一 二 上 px)sinnrdzr= — Bb. 


因此 ,p(z) .wz) 的 傅 里 叶 系 数 a 、b， 与 ws \B, 的 关系 为 
=a n=0012), 太一 一 8 Cn 一 1,2.3，). 
【2982】 若 函 数 pg( 一 xz) 三 一 Vx); 问 p(x) 与 gz) 的 傅 里 时 系数 av ,b， 与 wyB, (2 一 0,1,2,…) 之 间 有 
何 关系 ? 
提示 w = 一 ww (pz 一 0,1,2，)， 玉 一 BC 一 1,2,3，…)， 
解 ”函数 p(z),yVz) 的 傅 里 叶 系 数 分 别 为 


Cr = 二 三 px) cosnrdr, b, = 二 [ px)sinnzdrz; 
a 一 过 三 yz) cosnzrdz, 及 一 二 全 Wx) sinnzdz. 
由 于 
a = 二 [| px)cosnrdz + | pcosnrdz | ， 
故 在 上 式 右 端 两 个 积分 中 作 代 换 一 z 一 y, 并 将 g( 一 x) 王 一 yg(x) 代 入 , 即 得 


a 一 二 [一 wapeosnrdz 一 上 yz)cosnzdz | = 一 二 | jx) cosnrdzr = a. 
0 —x —x 


同 理 , 有 6 一 B,. 因此 ,p(z)、Wz) 的 傅 里 时 系数 ev 、6 与 ar 、B. 的 关系 为 
Qn =—an (2 一 0 1 2 …)， 久 一 B Cn 一 1 2,3，…). 
【2983】 已 知 周 期 为 2x 的 可 积 函数 jz) 的 传 里 叶 系 数 为 wo, 包 (za 一 0,1,2,…), 试 计算 “平移 ”后 的 函 
数 f(z 十 h) (4 为 常数 ) 的 健 里 叶 系 数 a ,6,《n 二 0,1,2,…). 
提示 a 二 ancosnh 十 b,sinnh,b, = b,cosnh— ansinnh. 


解 ” 在 健 里 叶 系 数 a, 的 表达 式 中 作 代 换 z 十 h 二 y, 并 注意 到 A(z) 的 周期 性 , 即 有 


一 ™ th 
dn = 二 | f(ztiDeosnzdz= 二 | f(y)[cosnhcosnyt sinnhsinnyldy 
—r 一 rr 十 上 


= 二 | fccosnreosmdzt+ | ea sinnzsinnh dz | 


=—a,cosnhtb, sinnkh. 
同 理 , 可 求 得 5, 一 b,cosnh 一 ansinnh. 
【2984】 已 知 周期 为 2x 的 可 积 函 数 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 为 w ,b(n 一 0,1,2,…) , 试 计算 斯 捷克 洛 夫 函数 
zh 
(2 高 | f(A dE 
的 全 里 叶 系 数 A, ,B, (n=0,1,2,°)., 


提示 As 二 a0 ,4 .一 < Sin (一 1,2，…);B, 一 中 SA Cr 一 1,2，…). 


nh h 
解 ” 由 于 


十 2 1 了 十 2 rr 十 天 1 Ea 
fal _= 站 | fq- 去 | ， f (de= fi lx), 


故 有 (zx) 仍 为 以 2 为 周期 的 周期 函数 ， 
于 是 ,有 ( 作 代 换 8=z 十 y) 


] fx 1 fr hh x 
A, 一 区 [ fi (x)cosnrdz= Fh | cosnxdz [A dé== 2 | cosnzdx | flzri+y)dy 


天 实 
= | dy 六 f(xy)cosnzdzx. 
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根据 2983 题 的 结果 可 知 
十 [ flxi+y)cosnrdr—=acosnyt bn sinny, 
NX x 
Cr， 7 一 0， 


Ea h 


Si bsinnh 
即 A, =ao ,A ee (x 二 1,2,3,…). 同 理 可 得 B， 一 生 S an (7 一] 23 


【2985】 设 f(x) 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 ,并 且 a ,六 (2 一 0,1,2,…) 为 其 傅 里 叶 系 数 . 求 卷 积 函 数 
FCD= 二 | fF rt dt 
A -x 


的 傅 里 叶 系 数 A,,B,(n=0,1,2,.…). 
利用 所 得 的 结果 ,推出 李 雅 普 诺 夫 等 式 . 
提示 。，A。= 二 a;， A, 二 十 妈 (n 二 1,2,3,…) 56, 二 0 (n 二 1,2,3,…). 由 此 易 得 李 雅 普 诺 夫 等 式 . 


解 ” 由 于 F(zt2n = 二 | ff (rt2rt id= | Fo Frz+Dd 一 ECr)， 


故 F(x) 仍 为 以 2x 为 周期 的 函数 .于 是 ,有 
A -二 三 F(z)dzr 一 二 | dz [ /J(Df(rtD d= 二 | fid [i f(é)dé 


] ns ， 
一 六 [J Fod | =43， 
A, = 二 Fx)cosnzdz 一 十 三 cosnzdz 三 FDCz+Ddt 
= 支 | FoDdt 三 Cr 十 Decosnmzdz 
= 二 | fd | f(€) Ccosnécosntt sinnésinnt) dé 
= 二 | [ef (cosnttb f(sinndldi=e+ n=112,3,); 


B, = 上 F(z)sinmzdz 一 上 上 sinnzdz | CD fri dt 


—x 


二 | Fod | frit)sinnrdr 


一 总 三 fdt 三 (6) (sinnécosnt— cosnésinnt) dé 


= 二 [6, f(t)cosnt—a, fi)sinnt dt=b,a, —abs—=0 (n=1,2,3,.%). 


由 f(z) 的 连续 性 知 ,F(z) 不 仅 以 2r 为 周期 而 且 是 连续 函数 , 故 按 展开 定理 ,注意 到 B, 二 0 (n==1,2， 
3,…), 即 得 


下 (z) 一 + 对 Aceow 


因此 ,特别 地 ,有 Fo) 一 学 + > 入 


但 已 知 As 二 ,A, 二 =a? 十 局, 且 
FoO= 二 上 Do+od= 二 | fad, 


故 得 | (zydz 一 又 二 > (az 十 要)， 
这 就 是 李 雅 普 诺 夫 等 式 . 
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8$7. 级 数 求 和 法 


1” 直 接 求 和 法 若 避 一 wri 一 (n 二 1,2,…) 及 limw 一 wx- , 则 


y， Un™— Ux UV 
n=1 
特别 地 ,车 w 二 一 一 上 一 ,其 中 数 a，(i 一 1,2,…) 组 成 以 d 为 公差 的 等 差 数 列 , 则 
nnt+l +m 
1 1 
Un 机 


md daradnrl" dntm-l. 


在 某 些 情形 下 ， 未 知 级 数 能 表示 为 下 列 已 知 级 数 的 线性 组 合 
> In2, lr > ?1 


TL 
有 一 n=1 7 6 12 
等 等 . 


2” 阿 贝尔 方法 ”车 级 数 >， a, 收敛 , 则 


DY a = lim Dar 


n=0 zi = 


在 最 简单 的 例子 中 ,借助 于 逐 项 微分 法 或 积分 法 来 求 寡 级 数 y， wz” 的 和 . 
3” 三角 级 数 求 和 法 ”为 了 求 级 数 


本 ~ 
2 aCcosnx 及 2 an Sinnz 


的 和 ,通常 把 前 者 视 为 复数 域内 的 窒 级 数 : > anz”"( 其 中 z 一 所 ) 的 和 的 实 部 ,而 把 后 者 视 为 该 震级 数 的 和 
的 虚 部 的 系数 ， 
在 许多 情形 下 级 数 


En Cz|<l) 
tn 1—z 
是 有 用 的 . 


求 下 列 级 数 的 和 : 


1 1 1 
【2986】 -十 村 十 5 十 …， 


_ 1 1( 1 _ 1 

提示 ”注意 757 一 02 于 T 7 (太一 Ti): 
1 _1/ 1 1 、， 

解 DT 元 (到 元 十 1) ,得 


] 
55 DCTD 


i 1 _ ,1 1 1 、\、_ ， 1 
i 和 ( 
[2987] 


1 1 1 
下 44 
提示 “注意 = 六 [el 1 | 并 利用 2549 题 的 结果 . 

总 2 Lnr(n 十 1) 《nr 十 1)(2 十 2) 

1 _1 1 1 二 1  _ ，。 ，L 

解 LT 2 [sats TD CT ]' 并 注意 到 之 nt ! ' 即 得 
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1 1 .十 1 | 
1.2.3 2.3°.4 n(nt+1) (nt+2) 


_ 1 1 1 > [ 1 1 ] 
一 lim 和 > RT DF) 2 2 Laatl) ati) Cnt2) 
1 1 N+1 1 1 

lin 3 一半 各 [之 ACE 二 i) 2 ;| 

1 


10 1)-1 


x ) 利用 2549 题 的 结果 . 
1 
[2988] 1 7 3+ Test 
1 1 1 1. 
解 1.2 2.3 3.14 Ts 
_l1\y_/l _1 1] 1 1_1 ,,, 
(1 一 亏 ) 一 ( 址 一 守 )++( 写 二 ) 一 (了 一 评 ) 十 
一 | ll lyl n+2 1 
=lim {2|1 上 十 计 一 十 十 … 十 (一 1) 二 |]+: DT 一 1}=2n2 一 1 
— n 
【2989】 2 CT DOTDoT 
一 1 2 _ 3n 十 5 > 
提示 注意 5 二 T1723 AT3”0nT1)CnT2)Cn 二 3) ”并 利用 2987 题 的 结果 . 
1 2 3nt5 


解 i A nnit2)cnTta) 下 


n 一 1 1 2 1 5 1 
> (2 十 1)(2 十 2)(2 十 3) 3 > (二 i++ 二 a 3 2 (2 十 1)(2 十 2)(2 十 3) 


1 1 


1/1 ,2 1 1 人 
一 可 (去 二 可) 于 (了 35) = 于. 


*) 利用 2987 题 的 结果 . 


oo 


【2990] 2 二 而 (m 为 正 整数 ). 


1,1 1 、 工 、 4 
解 由 -0 二 志 一 志 ( 二 一 二 于-), 考 虑 适当 大 的 正 整数 N, 并 令 N->oo, 即 得 


【2991]】 


5 。 
1 1 
解 由 725 一 1T275025TT 一 1 TT 
:十 


1 1. 1 
1.2.3 3.4.5 CA ancanty 1 
-| 1 _ 11 1 1 一 1 
一 12 十 [下列 
冯 (2ln2 一 1D) 汪 一 ln2 > 
< ) 注意 原 级 数 的 绝对 收 伊 性 ,并 利用 2988 题 的 结果 . 
RU 1 
[2992] 2 元 二 
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DE i 二 i= 吉 > 六 (一 一 =<) 一 去 lm (1+ 二 一 六 1 
10 二 
2n 十 1 


【2993】 2 Tort 
2n+1 _1 1 
解 由 天 tl 一 天 一 GTTz 得 
志 1 ne 机 
三 1) =1. 


"2n 二 +1 < 1 
2; n(nt1)? 2 722 2 (nt+1)? 6 
所 写 级 数 均 为 绝对 收 全 级 数 , 并 利用 2961 题 的 结果 (或 本 节 前 言 ). 


— 1 
【2994] 2 n(2nt 1)° 


提示 利用 146 题 的 结果 ， 
1 1 2 
237 十 1' 得 
N 2N+1 N 
1 1 1 
2( 计 - 豆 了 守 一 !1) 


x* ) 


解 由 an 二 1) n 
N N N 
1 ] 1 1 
2 n(2n 二 1) 2 x 2 之 2n 十 1 2; n A 2 4 nz 
=(C+IinNte)—2[ (C+In(2N+T D+e)— C+tInNte) 1] 
一 2ln NT+et2, 
其 中 E10,e2 >0,e3 0,a—=el 2e2 十 ea >0( 当 N >co). 于是， 
~ 1 1 
lim 2 mT 2 +2=2(1 In2), 
加 1 
即 > NT 2 In2). 
关 ) 利用 146 题 的 结果 . 
= 
【2995】 2 a 
解 . i Sn 1i ] +42 ne . , 1 1 
2 nm 之 二 若 人 + 二 之 nm (+> ot+mir)) 
N—1 一 2 N 
1 1 1 1 
(8 二 > 了 + 宛 研 } = im (2(1+ > 广 )+0O( 襄 )) -2e 


k=0 k! {=0 
~ vl- 1 nl on ua 1 
其 中 2 x nl A EIT 机 之 G 『, 故 得 2 7 (2 到 ) 一 ,因此 ， 
Sy 2" (nt1) 
ee 


~ 1 
[2997] 3 nz Cn 1)2° 
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1 1 1 2 » 
示 注 二 一 » 1 9 2961 结果 . 
提示 注意 7)? 一 疡 10H 二 1)? nln 十 1) "并 利用 2549 题 及 2961 题 的 结果 


1 1 1 2 
解 由 cri 一 六 01 ncnT1)' 得 


ed 1 bd 1 nd 1 bd 1 ne ne , _x 
和 2 mentl) 2 zt 2 tl 之 n(nt1) (和 1) 2 3 3. 


6 
xx ) 所 写 级 数 均 为 绝对 收敛 级 数 ,并 利用 2549 题 及 2961 题 的 结果 . 


1 
[2998] 2 Frententay 


n=1 


1 ,1 2 ， 6 和 3 _ 12n+8 0) 
nt1): (Cnt2): ni n(nt+1i)(nt+2) (n 二 1)?(n 二 2)? nn?2(n 二 +1)? (n+2)?:" 
> 1 ,1 2 12n+1l0 (2) 
| zy n: (n+ 2)? TT Ty | 72 (7 十 1)2 (2 十 2)2 
1 1 2 4 (3) 


ta) Aaa) wnt 


将 (1)、(2)、(3) 三 式 相 加 ,合并 整理 可 得 


1 3 ,1 3 .1 1 | 6 1 十 2 
(nF1): 2 (十 2)2 2 mw nnt2) xz 十 1)(2a 十 2) (2 十 1)2(z2 十 2)2 n(nt1): 


十 


2 
12 (7 十 1)2(2 十 2)2” 


其 次 ,先后 利用 2961 题 .2990 题 .2987 题 和 2997 题 的 结果 , 即 得 


1 
2 n(nt+1)* (nt2)? 


n=1 


_1 1 3 1 3 1 < 1 ~ 1 
一 了 | 2 Ty a2 Gry 2 2 rte 之 nF DT 


a oo ou 
n=1 n=1 n=1 n=! 


1 ~ 1 
2 Gti ta +? 2 n(nt+1)? ) 


一 1 n=1 


] 2 3 2 1 3 2 1 1 1 2 1 2 
一 也 {( 守 1)+ 吾 ( 招 1 一 地) 一 吝 " 守 ~ 误 (1+ 豆 )+6" 了 一 ( 守 ~3 一 也 )+2( 导 3)) 
TT_39 
4 16° 
A (1)"n 
【2999] 2 十 11! 
解 注意 到 
1 1/1 1 2 1/1 1 (—D"mn CC—1)"F 1 1 
31 到 (下 Bk 51 2 (1 到) (2 二 1 2 [a cat 
相 加 即 得 
| 1 ，1 1 1 (一 1)" (一 1)" 
2 tat 2 ( 21 tartal 31 + Cony)! CF") 
1 CD" 1 1 . 
2 [> Can)1 2) DT 2 cos1 sinl), 


* ) 由 于 级 数 绝对 收效 ,从 而 其 和 与 项 相 加 的 顺序 无 关 ， 
【3000 》 -一世 


全 2 十 2 一 2 
解 考虑 部 分 和 
N N N-1 N+2 
(CD _ D1 1\_1 (一 1) 生 :1 (一 1) 必 1 
Sn 2 Fs - 2 3 (二 二 3) 3 全 i 之 1 
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2 (1D):! 1 1 1 1 
ED k +3( 1 十 了 了 )+O( 方 ) 
SA (一 1) 5 1 
: 当下 二 癌 十 O( 方 )= 二 In2 +O(N), 


SN (一 1)” _.. _2 5 1 
故 得 之 二 一 insSv 一 3 In2— Ts™ T8121n2—5). 


【3001】 设 P(z) 一 < 十 az 十 … 十 anrn. 求 级 数 > 2 的 和 . 
解 令 Pn) = ao 二 arn 十 … 二 amnn” 三 go 十 aq1n 十 "… ann De mt 
其 中 ai(i 二 0,1,…,m) 可 由 上 述 恒等式 求 出 , 则 
5S) PD, -> got ant Tann (nT Ln ml), 


nl! 


x xr"! Se Tn 
Dt 和 2 CE 之 Cn—m)! 


=@goe’ Tare’ 二 十 an re =e (gao 二 ax 二 十 an x” ). 


求 下 列 级 数 的 和 : 
"十 1 本 
《30023 2 nl 


解 ” 对 于 任意 的 x, 考虑 部 分 和 
7 十 ™ 
S 一 之 让 -1+2( 却 )+ 二 (到 ) 机 


Ey 机 )+ (过 ) + (各 ) 半 直 (和 村) 


故 得 
习 2 全) 和 ms 0+ 二 + 于 ) 习 击 (到 ) (各 + 玫 et 
(一 1)"ma 。 
cao D GH 


于 一 日 


提示 “注意 一 一 一 一 > 一 十 上 一 一 
ttD! (一 2)1 nt (十 1 


1 1 1 ， 
解 由 襄 DT 一 5 十 一 避 iT 得 
(Dn ,Te 7 ， 
> GTHDr -2 mF 7? 
_1, < (x) sn 
一 2 2+ > + 加 2 D1 


rT (— xr)" (—x)" 1 
217 2, G+ 证 + > Ca 


2 
= 一 了 + ze *+(e 1+zD+ 二 (e- 1 二 zx 到 ) 
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RN (一 1)"(2m2 十 1) », 
[3004] 2 a . 


2n 1_ 1 ] 1 1 1 
解 由 T7773 TI 本 TD 得 


(一 1)7(202 十 1) ;, 1 CD) DDC", 
> lt 2 1 3 2 Con 2 TT 
DT DT CD 
2 C2251 7 Dr to DT 1 


x Zz zr 工 
一 1 一 亏 cosz 一 卫 sinz 十 cos 并 一 1 一 (1 7 )cosz 7 Sinx. 


2 2 


722 x” 


【3005] > nF OT 

解 (1) 若 < 一 0, 则 级 数 的 和 显然 为 鹤 

(2) 若 zx>>0, 记 :一 Vz. 考 虑 部 分 和 ,并 注意 ; 当 任意 固定 工 时 , 某 些 常见 宪 级 数 的 收敛 性 ,下 述 记 号 
o(1) 是 指 当 | 于 是 ， 有 


2 二 1 


Cm 一 1 out 
-> 1 让 > Ti + 而 > C2nt 1)! 


《27 一 1)(27 十 1) ,, 
一 二 > ran FI) of 十 元 sht 十 o01) 


N 
1 
-让 2 0 < :> C27 te 


一 二 [eshe 一 kehe 二 o0D] 十 十 sht 十 o(D 一 工 (全 二 sh 一 che) 十 oG) 


t 


一 了 (Fe chyz) +o0). 


， 1 /Z 十 1 
因此 , 当 z>>0 时 ， 六 C2 TT -lmsv -了 (TE sh chVz). 


0 No0 


(3) 若 rz<0, 记 3y= Vizxil, 则 z= 一 y .与 上 述 讨 论 类 似 , 有 
—1)"y 2n 十 1 


N N Ny 
yim-D"y”_ 1 (一 1D)"[(2222 一 要 a, 1 ( 
> 之 CntD! 4y 2 ZatD! > ti 之 conf 


N 
_1 D3 CD" 2n— D2ntl) ots | Lsiny+ od) 


4y 近 / (27 十 1)1 
_1 2 N (一 1)"32 《一 1)"y 2m 1 . 
|» 2 DT 一》 和 2 ) taysinyto(l) 


一 2 
= 二 [一 ysiny— yeosy 十 oC0D] 十 证 siny 十 oGD) 一 7( siny cosy ) +ol!1) 


-二 (大 sin VTzT eos VTzT )+o0). 


4 . 
. 十 - 
因此 , 当 x 过 0 时 ， > < lim Sw 一 (地 vizx|—cos viz ) 
利用 逐 项 微分 法 求 级 数 的 和 : 


【3006] 2 地. 
一 ] 


一 lim2 一 1, 故 收敛 半径 为 1. 当 z 一 1 时 ,级 数 发 散 ; 当 z= 一 1 时 ,级 数 收敛 , 因 


此 ,级 数 的 收敛 域 为 [一 1,1). 
当 zE[ 一 1,1) 时 , 令 f(z)= 3 -. 当 |x| 过 1 时 , 逐 项 微分 之 ,得 


由 于 /(0) 二 0, 故 得 


= + dt 1 
一 ‘ 一 1 
fx) | 大 (二 [ Tz In- 元 (lx|=1). (1) 


由 上 述 适 级 数 在 x 二 一 1 的 收敛 性 , 且 其 和 为 一 ln2== In 去 ,利用 阿 贝 尔 定理 知 , 上 述 结 果 (1) 当 一 1 委 z<1 


时 成 立 . 
( 1)" 1 2n 
Go 忆 所 计 

解 由 lim | | 一 im 四 于 地 C9 一 1, 克 收 全 半径 为 1. 当 |z| 一 1 时 ,级 数 绝 对 收敛. 因此 ,级 数 


的 收敛 域 为 [一 1,1] 
当 zE [一 1 时, 令 CD 全 和 二 站 . 当 |z|<1 时 , 逐 项 和 分 之 ,得 


, _ (—1)” lx” | .) 
f (zr)=2 > 2 一 2arctanz”). 
由 于 f(0) 王 0, 故 得 
f(x)= [ f'(1)dt=2 [ arctanidi—2xarctanz —2 | Td 2zarctanr—In(1+ x). (1) 
o 0 0 
当 |z|l 王 1 时 ,级 数 为 
局 (—1)"-! (—1)"! 2 (一 1)” 1 Ax? x 
2 n(2n~—1) 一 272 一 1 2 n 2 4 ln2 一 方 jn2 ， 


利用 阿 贝 尔 定理 知 ,上 述 结果 (1) 包括 端点 在 内 也 成 立 , 即 当 一 1<z<1 时 ,(1) 式 成 立 . 
*) 利用 2907 题 的 结果 . 
x* %) 利用 2938 题 的 结果 . 


2 47 十 1 
【3008】 . 
> 4n 十 1 


解 由 于 lim | :2- | 一 lim 科 二 9 一 1, 故 收 化 半径 为 1. 当 |z| 一 1 时 ,级 数 发 散 . 因此 ,级 数 的 收敛 域 为 
(—1,1). 
当 zE (一 1,1) 时 , 令 f(z)== > 元 二 1 逐 项 微分 之 ,得 f (x) 一 2 pe 由 于 /(0) 二 0, 故 得 


， 1fP dt 1f dt _1, 1+x 
fz) | fa [Ee 2 | Tt+ 记 | -ni 


【3009】 > set lat Da),, (d>0). 


提示 用 (一 x) 去 来 级 数 的 导数 ， 得 一 阶 线性 微分 方程 并 求 其 解 . 
解 首先 ,应 设 


十 工 2-arctanz 《|xz|<=1). 


4 天 一 md (m=0,1,2,.…), 
因为 否则 ,车 a 一 一 md(m 一 某 正 整数 或 零 )， 六 
alatd “Lat Cn Dd 
> 人 2dp 
它 对 任何 天 均 收敛 . 


入 ，_a(Ce 十 中 ……[a 二 (一 dg ， 有 
adnd ‘n=l1,2,3, ). 由 于 
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= lim Ca 十 1 
aa | mm QTnd 


故 收 敛 半 径 为 1. 以 下 先 设 1z1<1 求 原 级 数 的 和 ,最 后 再 考虑 端点 x 二 土 1 时 的 情形 . 


一 ]， 


Sa(ae 十 四 ……[a 十 人 2 一 Dd 
1 一 DD 


n=] 


逐 项 微分 之 ,得 


,Calatd)[at nDdl 
f(D a adm nd 2 


以 (1 一 z) 乘 上 式 两 端 , 得 


7 _a alat+a …[a 十 Cnz 一 1)d 。 a a 
(1 一 z) (x) 本 十 4 > > Dmd mip 
土 述 方程 系 一 阶 线性 微分 方程 : 
7 a 1 _a 。 1 
f (zx) 5 TZ/ (7) 4 “Tz: 


解 之 ,得 


Frz) 一 CC 一 z) dl (一 1<xz<1)， 
其 中 C 为 常数 . 由 于 f(0)==0, 故 得 0 二 C 一 1, 即 C=1. 于 是 , 当 |z|<1 时 ， 


FJz) 一 (1 一 z) -全 一 1. (1) 
最 后 ,考虑 端点 x 一 土 1 的 情形 , 先 考虑 x 一 1. 此 时 原 级 数 为 >， a,. 由 于 当 充分 大 时 ,a 十 nd 之 0, 故 


. |a。| _,, (d—a)n_d—a 
limn (Tae 1) lim a+nd d 


Noo 


于 是 ,根据 拉 比 判别 法 可 知 , 当 4a<0 时 级 数 D3 |a, 1 收敛 , 当 a 二 0 时 级 数 3 |au| 发 散 ; 但 当 a>0 时 ， 


a 之 0. 由 此 可 知 ; 当 a<0 时 1 a, 收 伊 , 当 a>0 时 ya 发散 . 


0 一】 


再 考虑 zx 一 一 1. 此 时 原 级 数 为 (一 1)"a,. 当 a<0 时 ,前 面 已 证 YY |a| 收 敏 , 故 (la 收 
敏 . 下 设 a 这 0, 车 a 宇 4, 则 


Qn = Daol, 


二 
Qntl atnd 


故 
an+1 之 anD0 (2 一 1,2，…). 


于 是 ,级 数 >，( 一 1)"a, 的 通 项 不 趋 于 零 , 因 此 , 它 发 散 . 下 设 0 二 a<d. 于 是 ,有 


lna, 一 > [4]= > nl 2 )， (2) 
由 于 0<a<d, 故 In 一 2 二 1,2,3,…). 注意 到 
d—a 
i kd ) ， 
Pi _d—a ’ 
kd 


而 级 数 > 3 一 发 散 , 即 知 级 数 > In( 


2 ) 发散, 从 而 ( 它 的 每 一 项 都 是 负 的 )， 
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于 是 ,根据 (2) 式 即 知 limlna, 一 一 co, 从 而 ， 
lima, 一 0. 


a, (nt Dd 
另外 , 因 0<a<d, 有 二 一 atnd 省 1, 故 


an>atri>0 (2 一 1，2,3，…). 


于 是 ,由 (3) 式 及 (4) 式 ,根据 莱 布 尼 蒋 判别 法 知 , 级 数 》) (一 1)"a, 收敛 . 


(3) 


(4) 


综 上 所 述 , 并 根据 短 级 数 的 阿 贝 尔 定理 , 即 知 : 当 a<0 时 , 原 突 级 数 的 收敛 域 为 一 1 夺 z+ 志 1, 且 在 其 上 ， 
公式 (1) 成 立 ; 当 0<a<d 时 , 原 寡 级 数 的 收敛 域 为 一 1I 委 xz<1, 且 在 其 上 ,公式 (1) 成 立 ; 当 a 之 d 时 , 原 苦 级 


数 的 收敛 域 为 一 1<z<1l, 且 在 其 上 ,公式 (1) 成 立 . 


[3010] (和 冯 ) 十 1 和 ( 于 ) 十 二 人 (到 ) 十 


提示 用 (1 一 立 ) 去 磁 级 数 的 导数 ,并 仿 3009 题 . 


、 1。4…(32 一 2) 。 
解 记 aq 一 3 .6.3n 2 * 由 于 


_1im2(3n 十 3) _ 
Qnti no0 3n 十 1 


故 收敛 半径 为 2. 先 对 |x| 二 2 求 级 数 的 和 ,然后 再 考虑 端点 z= 士 2 的 情况 . 
当 zE (一 2,2) 时 , 令 F(zD)= 一 全 2 ( 子 ). 逐 项 微分 之 ,得 


n=] 


2， 


。， 4…(37 一 2) ( 持 ) . 


,,、_ 1 ,ll1 
f (TEs 2 3 0 (Bn) 


以 (1 一 亏 ) 乘 上 式 两 端 ,得 


(1 一 要)7 (2)= 言 f(z)++ 言 - 


上 述 方程 系 一 阶 线性 方程 


, 1 1 
f(z) f(x) 
0 
解 之 ,得 
f(z)=C(1 2) 1 (~2<x<2). 


由 于 f(0)= 二 0, 故 得 0==C 一 1, 即 C=1. 于 是 , 当 一 2 二 + 二 2 时 ,有 


x 


f=-(1- 计 ) 一 1 


最 后 考虑 端点 二 十 2 的 情况 , 先 考 虑 z 二 2, 此 时 原 级 数 为 》 6, ,其 中 心 一 


…)， 由 于 
， bi 2n _2 
limn (Pe- 1) Tim 到 上 一 了 < 


故 由 拉 比 判别 法 知 ,级 数 > 6 发散. 


再 考虑 x 一 一 2, 此 时 原 级 数 为 > (一 1)"b 由 于 j 名 -一 到 十 3> 1, 故 


b>b+1>0 (n=1,2,3,.). 
另外 ， 


(1) 

1.4…(3n 一 2) 
3 了 了。6.…37 (n=1,2, 
(2) 
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2 一 ee 
由 于 In(1 一 襄 )<0 (4 一 1,2,3， 


o < 、 本 2 
而 级 数 之 元 发 散 , 故 级 数 2 In(1 一 志 ) 发 散 ,并 且 2 一 就) 一 一 co. 于 是 ,limlnb, 一 一 oo, 从 而 有 
(3) 


limb, =— 0. 


由 (2) 式 及 (3) 式 ,根据 菜 布 尼 芯 判别 法 知 , 级 数 >) (一 1)"b。 收敛 . 
综 上 所 述 ,并 利用 寡 级 数 的 阿 贝尔 定理 , 即 知 : 原 寡 级 数 的 收敛 域 为 一 2 委 z<2, 且 在 其 上 ,公式 (1) 成 立 ， 


利用 逐 项 积分 法 求 级 数 的 和 : 
【3011】 S$ nix 1. 


n=1 


解 是 思路” 易 知 级 数 的 收 化 域 为 (一 1,1). 当 工 E (一 1,1) 时 , 令 f(xX) 一 》) nx"!1, 逐 项 积分 之 ,并 利 


用 2911 题 的 结果 ,可 得 
工 A 
[ f(D d= zy 


于 是 , 当 |z|l<1 .f= | Ey | -os 
一 1, 故 收敛 半径 为 1. 当 |z| 一 1 时 ,由 于 式 一 oo, 故 级 数 发 散 . 因此 ， 


2 
. _ n 
解 由 于 lim 二 -| Jim 二 1 


级 数 的 收敛 域 为 (一 1,1). 
当 xzE( 一 1,D 时 , 令 f(x) 一 》) zx. 逐 项 积分 之 ,得 


二 一 ~ 二 2 jn 一 1 一 > nn X 
[ fd > | nit" ldt 2 nm 一 站 


#*) 


图 | x “一 1 十 并 
于 是 , 当 |z|<1 时 ,f(z) 一 | |] (1—zx) 


*) 利用 2911 题 的 结果 . 


oo 


【3012】 > n(nt2)r". 


n=1 
解 题 思路 ” 易 知 级 数 的 收敛 域 为 (一 1,1). 当 XE( 一 1,1) 时 , 令 


oo 


f(x)= > nnt2)r =r >》 nz 十 2)zr 1 一 zg(Z)， 


有 一 7 一 ] 


其 中 g(z) 一 》) n(n 十 2)zx"!. 对 后 一 级 数 逐 项 积分 ,并 利用 2911 题 的 结果 ,可 得 


3X—2x’ 


| BD dT Tr 


n=1 


[3rz72x 1 3—zx 
了 是, 当 |z1<1 时 ,有 g()=| |] = 


| n(n 2) 友 y 
一 lim 玫 各 于 5 一 1, 故 收 合 半 径 为 1. 当 |z| 一 1 时 ,由 于 n(n 十 2) 一 oo, 故 级 数 


Cr 


解 由 于 im | 
发 散 . 因此 ,级 数 的 收敛 域 为 (一 1,1)， 
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当 zE (一 1 1 时 , 令 


Ja 一 > az 十 2)z 妆 一 工 2 nnt2)r" 一 ZE(T)， 
n=1 


n=1 


em 


其 中 g(Cz) 一 >， n(n 十 2)x”!,. 由 于 


n=1 


n=1 


G(z)= [ g(D) dt= Sy n(nt2) [ td 一 2) (nt+2)r= >) nr t+2 2 x 
9 0 n=1 n=l n= 


xT ”) 2z _ 37 一 27? 


.9072 3 一 工 ) 
故 &( 国 一 [CC 了 一 | (生生 | 一 避 二 5 因此 , 当 |z1<1 时 ,f(z)= zg(z)— Ea. 


x*) 利用 2911 题 的 结果 . 
2n 
[3013] > 7 


解 题 思路 多 知 级 肯 的 站 委 坊 为 (一 二) 下 仿 3011 题 的 解法 . 


— lim Fo0, 故 级 数 的 收 化 域 为 (一 0, 十 0). 
joo 7 十 3 


Cn 


Untl 


2 2n 
当 zE( 一 ,十 00) 时, 令 FaD= > 2 二 1) 荆 逐 项 积分 之 ,得 
n=0 “ 


< fz Qnt Di, ~ Cz? = ze. 
| rpa DE a > + 


n=0 


于 是 , 当 |z| 二 十 oo 时 ,f(x)= (zxe”) 一 时 (1 十 2z2). 
注 ”本题 也 可 直接 求 级 数 的 和 . 床上 


-> lt+ > [oti "te te —D -=e (+22). 


—1)1! 

二 于 本 是 ,可 朋 汉代 分 法 家 级 的 和 和 .事实 上 ， 
/ 2(2z 十 1) 2 < [2(2 一 1) 十 1] 十 2 + 
f(x) 2 oi X21 2 2， cy x D+ 


=—27 >) Elem 4x 2) Ca =2zxf(zx) +4re” ， 


解 一 阶 线性 微分 方程 f(z) 一 2zf(z) 二 4ze” ,得 f(z) 二 ee” (2 十 CO), 由 于 0) 一 1, 故 得 1 一 1(2 .0 十 C)， 
即 C 一 1 ,于 是 , 当 xzE( 一 co, 十 co) 时 ,rz) 一 e (2z? 十 1). 
利用 阿 贝尔 方法 , 求 下 列 级 数 的 和 : 


一 工 十 工 一 工 十 .… 
【3014】 1 一 于 十 地 一 芹 十 … 


4 了 10 
解 题 思 路 易 知 级 数 一 林 十 村 一 5 十 … 的 收效 域 为 (一 1,1]. 当 |z|<1 时 , 令 


ZL JX ZX 
f(r)=x 4 十 7 10 ， 


逐 项 微分 之 ,可 得 /0-7 .注意 到 A(0) 二 0, 并 利用 1881 题 的 结果 ,可 得 


1 (z+1)? 2z 一 1 A 
(Z) 一 一 | z+ 1 十 一 一 ， 
fz nD 2 一 Zz 十 1 V3 V3 6V3 


利用 阿 贝 尔 定理 , 即 易 获 解 . 


解 ” 易 知 级 数 < 一 全 十 乞 一 三 -十 … 的 收 合 域 为 (一 1,1]. 当 |z| 二 1 时 , 令 


XX ZX 
大 7) 一 工 十 洱 10 
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逐 项 微分 之 ,得 


f(x)=1—x +x’ Tt 


由 于 f(0)= 二 0, 故 有 


Li Ct) ”十 荆 aretan 2z 二 十- 开 (一 1<x<D]) 
In Rti en 育 G3 并 


< fd 
f(x)= [ f' (1)di= [ IT 二 到 


nx 


1 1 1 . 加 _1 
由 阿 贝尔 定理 , 即 得 1 一 于 十 了 +" — lim f(x) f(1) Ft 


x) 利用 1881 题 的 结果 . 
1 1 1 
[3015] 1 一 可 十 于 一 了 十 
提示 利用 2907 题 的 结果 . 
解 级 数 x 一 于 十 玉 一 娃 十 … 的 收 售 域 为 [一 1,1], 利 用 2907 题 的 结果 知 , 当 zE (一 1,1) 时 ,有 


3 3 7 
arctanx 一 7X 一 祁 十 各 一 字 十 … 由 阿 册 尔 定理 , 邯 得 


区 


1 1 。 
。 一 1 一 工 . 
1 3 十 5 7 十 lim arctanx arctan 4 
1 


1.3 1.3.5 
[3016] 1 一 环 +24246 


提示 利用 2910 题 的 结果 (将 其 中 的 工 换 成 一 并 ). 
解 级 数 


十 …。 


xz 1.3，1.3.5， 
1 Ttaar 2 467 十 


的 收敛 域 为 (一 1,1]. 利用 2910 题 的 结果 (将 x 换 成 一 zx) 或 利用 基本 展开 式 (其 中 mm 一 一 去 ) 知 , 当 IE 


1 1 1.3，1:3.5， 中 4 
( 1 时 ,有 -万 二 1 一 了 F727r Fry 67 十 …. 由 阿 贝尔 定理 , 即 得 
1 1.3 1.3.5 1 _l1 
lata adet” TF 万 
1 1 1.3 1 
【3017〗 1 二 了 "十 3 于 十 


提示 利用 2870 题 的 结果 . 
解 级 数 z 十 二. 互 十 二 3 。 工 十 … 的 收敛 域 为 [一 1,1]. 利用 2870 题 的 结果 知 , 当 zE (一 1,1) 时 ， 


3 
有 arcsinz 一 Z 十 1 。 本 > 


* 万 十 …, 由 阿 贝尔 定理 , 即 得 


[83 


1 113.1, ， x 
2 了 十 4 st = lim arcsinx 2 


1 十 


求 下 列 三 角 级 数 的 和 : 


[3018] 2) ™. 


n=] 


解 注意 到 了 ) 宇 一 In 了 二 ,其 中 < 一 er ,以 及 


. 4 
ln 1 一 ln(1 一 cosz 一 1 sinz) 一 工 ln(2 2cosz) 十 i arctan— 
1 一 2 1 一 cos 工 
一 一 ln| 2sin | +i arctan— (1) 
2 1 一 cosz 
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EA CY COSNAx sinnz (2) 
DD 
比较 (1),( 2) 两 式 实 数 部 分 及 虚数 部 分 ， 名和 
> 2 SOS 一 2sin 亏 | (0<<z<<2r)， (3) 
sinnz arctan le 去 ) 一 arctan ( tan 工 2 <) 一 一 (0<z<<2r). 


x ) 其 中 用 到 Inz 一 ln(|z|e”**) 二 ln|z| 十 i argz. 车 z 二 Xx 十 iy, 则 In|z| 一 羡 In( 妇 十 办) 而 argz 一 


arctan 之 . 
7 


[3019] 2) ee. 


n=} 


解 ” 参 看 3018 题 中 的 结果 (3). 


[30203 >， SID7aSIDP 


n 


n=1 


解 人 3019 ee 即 得 


sinnasinnx _ cos — _1~ Sse) 
sin Tte 
__l . Xa| ,1 . Xta|l_l 2 
一 一 了 ln | 2sin 2 | 上 了 ln | 2sin 2 2 ln 下 ， 


上 式 的 存在 域 为 0<z 一 c<<2x 及 0 过 + 十 a<2x 的 公共 部 分 ,可 视 x 之 正 负 号 而 定 : 当 >>0 时 为 <z<2r 一 
当 ao<0 时 为 一 ao<<z<2r 十 a- 
【3021〗 5) Sin nesinnz eS (0<a< 子 ). 


n=1 


解 ” 利 用 半角 公式 、 人 3018 题 的 结果 , 即 得 


5 sin? nasinnz _ > sinnz > cos2nasinnz 
n 3 5 


n n 


n=1 n= 


_l osinonr 1 sinn(z+2a) _ 1 & sinn(x—2a) 
2 2 n 4 > n 4 2 " 


下 面 分 三 种 情况 求 此 级 数 的 和 S: 
(1) 取 0 之 x 过 2x, 0 过 x 一 24 之 2x 与 0 之 z 十 2a 过 2x 的 公共 部 分 , 即 2a 之 + 过 2x 一 2a. 此 时 ,级 数 的 和 为 


S 一 工 一 工 T 一 (z 十 2a) 一 (之 一 2a) 
4 8 8 


二 0. 


(2) 当 0<xz<< 2 时 ,S 一 开 20 二 2 一 一 于 


eo A—Xx Ari+2a—2n)"’ x—(x—2a)_ x 
(3) 当 2x 一 2a<z<2r 时 ,S 了 8 8 4 


xx ) 由 于 2r<<z 十 2a<<3r, 故 可 令 十 2a 二 2x 十 9 (0 之 9 过 nn) , 则 有 sinn(x 十 2a) 二 sinn(2x 十 0) 一 sinz0， 
从 而 以 0 一 I 十 2a 一 2x 代替 3018 题 的 结果 中 的 工 即 可 . 


[3022] p> Sm 


mm 一 上 
Ee 


解 记 1(z) Snx, 利 用 3018 题 的 结果 ,有 


n=1 


了 (Z) 一 (sgnz) sinn|zx| -Csgnz)z | (| zl <2r). 
n=1 n 2 
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又 记 
csin(2& 一 1) 工 < sin2& 工 
厂 (z) 一 So 全， 1 (Cz) 一 Se ， 
1 2 2k—1 ? 2k 
则 有 
1 = sin&(2|zl) 1 一 2|z| 
T(x)=(sgn7r) 5 >， sn 2 一 玉 (sgnz) Tg (zx|<<r). 


k=1 


由 ICz) 一 了 (x) 十 I (zx), 当 |z| 二 x 时 ,有 


jz1 5 


(sgnzr) 工 一 二 一 站 (rz) 十 (sgnz) 


一 [zl| < 一 21z| ) 


于 是 ,最 后 得 了 (x)= (sgnx) (™ 2 1 一 天 sgnz (|z| <r). 


» COSNX 
【3023】 1)” 均一 


中 令 一 一 所 ,并 注意 幅 角 主 值 的 取 法 ,就 有 


解 ”首先 仿照 3018 题 的 解法 ,只 要 在 公 : 式 也 节 


nT 

YY (一 D" snz = 一 子 (zl<m) (1) 
n=1 

及 
y 一 1)” Sezz 一 一 In(2cos 却 ) (2) 
= 2 人 

1 1 1 1 
由 于 72 一 1 7 (7 71)， 故 有 
DD" 9 DD) (一 D" 一 3 > (—D" cos 


1 后， wocosCm 十 1)z 1 ,jn Cos(m—1)x 
-2 CD" es 


站 
Hl 
pa 


-去 (—1)” 二 [cos(m 一 1)zx—cos(m 十 1)z] 一 (一 去 十 亏 。 去 cosz) 


So ) 


(|z|<=x). 


sinzx 


-二 (1 一 守 5)+5) (—1)™ 二 sinmzsinz 一 3 (1 


m=1 


六 cos(C27 一 ]) 工 


【3024] (2n—1)? 


n=1 


解 记 F(z) 一 2 p22 半 ,显然 级 数 > 9329 好 ?在 一 oo<x 忆 十 oo 上 一 致 收 化 ,区 F( 沁 ) 是 
中 一】 


一 cc<xz<< 十 co 上 的 连续 函数 ,而 且 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 因此 ,只 要 求 F(z) 在 |z| 委 r 上 的 值 . 易 知 


2sinz > sin(2k—1)x=1— cos2nz. 


故 当 r 委 xz 委 rr 一 r (0<r< 玉 是 任意 的 ?时 ,有 


ny, 1 
| DsinG2k — 1)zx < nr 
于 是 ,根据 狄 利克 雷 判 别 法 知 , 级 数 了 ”3 在 r<zx<x 一 r 上 一 致 收 化 .从 而 ,由 逐 项 求 导数 法 则 


知 , 当 r 生 zxz 委 r 一 r 时 ,有 


Sn sin(2n 一 1D)z_ x” 
2n—1 4 


F(z) (1) 


n=1 


由 =r 的 任意 性 知 (1) 式 当 0<z<r 时 成 立 .于 是 ， 
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F(z) 一 一 个 z 十 C (0<z<m). 
其 中 C 是 某 常数 . 由 F(z) 在 x 一 0 的 连续 性 以 及 

ro 
在 (2) 式 中 令 zr 一 十 0 取 极 限 ， 即 得 C 一 号 ~, 于 是 ， 


2 
F(x)— 一 至 zx 十 瑟 (CO<z<z). 


由 此 ,再 注意 到 F(z) 是 偶 函 数 及 连续 函数 ,得 F(z) 一 到 一 玫 lz| (CIzl 委 x). 


x) 利用 3022 题 的 结果 . 
x x ) 利用 2961 题 的 结果 . 


sinnx 


一 严 一 】 
【3025】 3k DT 


oo 


2 Sinnx n Sinnx 
(—1) nt 1)" 4 


» Sinnx < ” Sin(m—1)x 
(一 1)” 一 Z D” 


(2) 


2 CD" 人 > 1D)”™ SF cosz+ 5) (—D" Tsinz 


2 m= m=1 


= 一 (1+eosm (一 于 ) 一 sinzln(2cos 子 )” 


一 至 (1 二 cosz) 一 sinzln(2cos 码 ) (|z| <r)， 


*) 利用 解 3023 题 的 (1)、(2) 两 式 的 结果 . 
COS7 
【3026】 2) 


n=0 


解 今 z 一 er ,考虑 级 数 3 注意 到 


cosnz sinnz a ， ， ，，. 
三 -> 了 ti 也 ， 一 era 一 er[cos(sinz) 十 i sin(sinz)], 
n=0 


故 按 实 部 和 虚 部 分 别 各 自 相 等 的 关系 , 即 得 D3 ecos(sinz) (| zl< 十 ce). 


【3027】 画 出 曲线 > ) ne ny Sinny 0. 
n=1 
解 记 
flz y= > sinnzsinny, 


一 722 
注意 到 F(z,y) 对 y 分 别 均 为 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 故 可 考虑 下 列 定义 域 ， 
及 一 {0 委 z<2r，0 委 7y<2r)， 
为 研究 f(x,y) 二 0 的 图 像 ,要 用 到 下 列 函 数 ; 
g()— 》) 2 (Ci 一 十 cc) 


一] 


为 求 g(2) ,考虑 g'(1) , 仿 3024 题 的 办 法 可 知 可 逐 项 求 导数 ,再 注意 到 3022 题 求解 过 程 中 的 关系 ,有 
g’(t) =— 之 Sm 一 一 (sgnz) 工 -上 = (0 一 | 中 一 2x)， 
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注意 常数 g(0) 一 >， 


n=1 


上 , 1 
gD =g(0)+ | g (Ddt=g(0) 一 于 |t| 十 了 
0 


由 于 sinnxsinny 二 六 [cosn(z 一 y) 一 cosn(Xx 十 y)], 故 得 


~ 一 »)— +»y)__ 1 
Hz 人 一 了 5 cosn(x 2 二 es y ~ 了 [g(z 一 人 一 &(z 十 妇 ] 


n=] 


1 区 1 A 1 :| 
= 于 {| seo 2 Ix ?| 十 元 (zx | | eco， 2 17 十 yl 十 了 (十 >) } 
= 下 (z+y| |x ?十 言 [(z 一 2 一 (z 十 ?9 

。 1 
= 2min(r,y}+ 8 (47y) 
一 去 [x 一 maxfz,y)]minfzvy). 


车 x 所 yy; 则 邻 F(z 轨 一 0，(zy)ER, 有 xz(r 一 妇 =0, 得 z=0 或 y= 一 rm 车 ziP 则 令 f(x,y) 二 0, (zy)E 
R, 有 y(n 一 +z) 二 0, 得 y= 二 0 或 x==x. 因此 ,在 RR 内 ,x= 二 0, x 二 x; y 一 0，y 一 区 诸 直 线 是 满足 FCz,y) 一 0 的 图 
像 . 
又 根据 f(x,y) 的 表达 式 知 , 图 像 必 有 然 是 按 x 及 按 y 以 2r 为 周期 的 周期 曲线 , 故 得 
X= 二 lx, Ll 二 0, 土 1 ; 土 2, 呈 ry 王 Wx, Mm 二 0, 土 1] ,十 2,…， 

诸 直线 均 为 f(x,y) 一 0 的 图 像 , 且 除 此 而 外 , 均 有 f(x,y) 关 0, 即 不 是 f(x,y) 一 0 的 图 像 . 因此 ,f(x,y) 一 0 
的 图 像 即 为 上 述 所 指 的 两 族 直 线 组 . 由 于 这 是 两 族 分 别 与 坐标 轴 平 行 且 相距 为 r 的 直线 族 , 它 们 的 图 像 已 
为 大 家 所 熟知 , 故 省 略 . 


求 下 列 级 数 的 和 : 
~ [x1D)1 2n 
[3028] 2 0 (27)™”. 
解 ” 由 于 
Cn)? 2nr2 
1i (2 十 下 1(27) 一 lim dn x 四 
mm [DI ym "m2nt2)(2ntl) ”， 
C2n)1 ™ 


故 原 寡 级 数 当 |z|<1 时 收敛 , 当 |z| 放 1 时 发 散 , 即 其 收敛 区 间 为 (一 1,1). 当 |zx| 二 1, 原 级 数 为 


oo 


[(z* 一 1)1]4"” 
2 iT 一 2 or 


n=] 


由 于 


a, _3ntl .3 
"(2 1) > (neo), 


故 由 拉 比 判别 法 知 , 当 |zxl 二 1 时 原 寡 级 数 也 收敛 . 因此 , 原 宪 级 数 当 一 1 委 z 委 1 时 一 致 收敛 . 从 而 ,其 和 郴 
数 疙 z) 是 一 1I 魏 z 委 1 上 的 连续 函数 , 且 在 一 1 二 x<1 内 可 逐 项 微分 ,得 


_ 2 
f° 00= 5 sana) (一 1<z<1D， 
n=1 ， 


bd — 2 
f°0= DD Enc2n— Dn (1<r<l), 
nl * 

于 是 ， 


—zf (zr)+(1—z)f "(zx) 


Ss Ln— D1F mS Ln DI zy La DI 。 
2 Cn ! 2n(C27x) +2 2m 1! 8n(2n—1)(27)"? 2 Gani 2n(2n— 1)(2x)? 
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一 S [nz 一 DJ ) n [(n —1)1 了 2n 一 2 

2 > jr Bn(2n—1)(27) 

一 一 S [La—D!E, 2n (n1)? mn 

= 之 TB A C27) + 中 18(n 十 D)(2n 十 1D)(2z)m 一 4 《一 1<z<1)， 
因此 ， 

x / wm 4 
(z) 十 V1 一 f= (一 1<z<1)， 
Vi “ /f(T A 

两 端 积分 ,得 


V1—xif'(r)=4arcsinr+C (~—1<zx<1). 
由 (0) 二 0, 得 C= 二 0, 从 而 ， 


(CD 一 4arcsinz (一 1<z<1). 
1 一 并 


两 端 再 积分 ,得 
f(x)=2(arcsinr):+C: (—1l<zx<1). 
再 由 f(0)= 二 0, 得 C= 二 0. 于 是 ,有 
f(x)=2(arcsinz): (—1<zx<=1). 
再 注意 到 上 式 两 端 都 是 一 1I 委 z 委 1 上 的 连续 函数 ,通过 取 极 限 , 即 知 上 式 当 z=1 和 x 二 一 1 时 也 成 立 , 故 最 
后 得 
> [nD!F (27z)2 一 2(arcsinz)2 (—1<x 所 1). 


(2n)1! 
nD? ， 
【3029】 2 Coy 
解 由 于 
Lt IF 
im Cn+2 D1 
mon (n1)? nce(27 十 2)(22 二 1) 4” 
(2n)! 
故 原 竹 级 数 的 收敛 半径 等 于 4, 即 它 当 |zx|<4 时 收敛 , 当 |zl>4 时 发 散 . 当 xz 一 土 4 时 , 原 宪 级 数 为 
2 加 
> 1 ‘+ 二. (1) 
由 于 i te 不 趋 于 零 , 从 而 ,级 数 (1) 发 散 . 于 是 , 原 守 


级 数 仅 当 |x| 过 4 时 收敛 ,下 面 分 两 种 情形 讨论 : 
当 0 委 z<4 时 , 令 xz 一 20 ， 0 所 1 过 1, 则 


(nl1)? x ~ 
,Cn) 1 -> C2 (0O<t<1). 
由 直接 计算 , 易 知 
2 i tt . [xa— DI 2n—1 
QF)F(—1=7 21 GD 4n(22) (0<t<1). 
利用 3028 题 的 结果 ,得 
(1 一 如 )FCD 一 1 一 二 [2(arcsinD? 了 /一 Farcsint (0<t<1), 
—t 
从 而 ， 


1 t ， 
一 -一 [1 十 一 一 一 
F(t) hn z( ein) (O01<1). 


2 
将 :一 痉 代 入， 即 得 学 名 2 in 和 (0 委 Z<<4). 
A 并 
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现 设 一 4<z<0. 令 z= 一 (20)2，0<t<1. 于 是 ， 


5 nD oS Dn)"G0 (0<t<l). 
一 0 ” 


由 直接 计算 可 知 


本 [Ca 一 1)1 了 nl 
I+)GD= DO Dg "(2)" te el (0<t<1)， 


n=1 


其 中 


> [Ca 一 1) 器? 加 
eH— 2 Dr 2”, 


易 知 (2) 式 右 端 寡 级 数 的 收敛 半径 等 于 1. 于 是 , 当 |:| 扫 1 时 可 逐 项 微分 ,得 


， 1 [Cro 1) 1 
gO= Dl DC 2n(2n 1) C24)?. 


由 直接 计算 可 知 
(1+2)g (2) tt g(t) 


= > CD 。2m(2n 一 1)(20)2 


1 
十 > CD "+ > CD 。 且 (2D2 


(27)1 2 Can)1 
2 _ ee — 2 

-+ 六 DC 上 2n(2n 一 DC202 + -Dc 

=1 十 > CD" et 2nt1) 2D"+ 2 Db [st 2 (22 

=1 (~—1<i<D), 
即 

1 
Vir eg (D+— g(t) = (~1<1<1). 
出 ViFe® V1lte 

两 端 积分 ,得 


V1ltr g(D)=1ln(tt Vli+e )+C (~—1l<t<1). 
由 8(0) 一 0, 得 C= 一 0, 故 


1 
(2)= In(t+ Vl+#) (—1i<<1). 
3 iFe 
于 是 ,根据 关系 式 
1 
G(t) I+all t* g(t)] (0<t<1), 


aly "4 4Vviz (这 [二 4 一 工 [V4 =) (一 4<z<0). 


GD! 4 (04 一 了 


1! 21 31! 
[L3030] itrT rt) Tr crra 


解 显然 ,要 使 本 题 有 意义 ,首先 要 假定 z 不 是 负 整 数 , 记 


nl ( 
nT (zr+2) rn) 


十 …。 


2 一 1,2,3，…). 


为 研究 级 数 之 5 的 收敛 性 及 其 和 ,注意 当 z 天 1 时 ,有 关系 式 


_1 xz+l 1 -1 (I+-2 ) 


xz—1 xzT ”zi 一 xz 十 1 
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(2) 


_ 1 1 2 _1 1 .2 /zt+2 
一 TI+zTi 二 TI za (ei) 
1 1 2 1 .2 3 
ZFI+ z+ ZF2t atl Zz 二 2 zx—1 
-11 21 十 31 二 31 ,_4 
itl CirH2) (zit1)CzH2 rT3) (ri+i) (ria (zt3) ”7 一 1 
_ 1! 21 31 . n! 
THI FT) tT tat | eT Ta tn) 
十 nt nn 十 1 


CzFI CrTF2) rtn) © zl 
一 5 十 3 十 … 十 s, 十 及 ， 
其 中 


1 十 到 | i 
“(it 到 ) (1+ 兰 ) -1 了 +0( 云 ) 
k 


由 (1) 式 知 ,为 研究 >， s, ,就 是 要 研究 R, 有 无 极限 . 若 R, 有 极限 为 +, 则 由 (1) 得 
2 "lim >) as=lim( 二 ij-R)=- 二 一- 
令 m= (1 十 a,). 分 两 种 情形 讨论 : 


车 x 之 1, 这 时 0 过 1 十 a 一 i<1 (二 1,2,…). 于是， 


lnu, 一 2) ln(C1 十 ax )， jin(I 十 ae )<<0， ak <<0， (k=1,2,3,..), Qe >0, 


k=1 


1 


(1) 


(2) 


(3) 


由 (2) 式 与 (3) 式 并 注意 到 》) 十 收 化 3 二 发 散 知 ,> yw 发 散 且 a 一 一 oo0. 于 是 ,根据 JimlnCL+au -1 


即 知 , 级 数 > ) In(1 十 a) 发 散 且 》) In(1 十 m) 二 一 co. 由 此 知 limlnw 二 一 0, 从 而 ,limw, 一 0, 于 是 ,limR, = 二 0， 
于 一 ] k=1 Lm noo noo 


故 2 一 = 


若 z<1. 注 意 ,已 设 z 不 是 负 整 数 .另外 , 当 z 一 0 时 原 级 数 为 >) 1 ,显然 发 散 , 故 可 设 一 m<xz< 一 m 十 1， 
k=1 


其 中 m 是 某 非 负 整 数 . 于 是 ， 


1+w 一 对 4 一 0 (R 一 1,2，……, 7 一 [1)， 
1+uw 一 和 2>0 (k=m,m+1,.) 


= I Gt) (=m,m+t+1,…), 则 
大 二 ma 


lInv= >， In(lto) (n=m,mt+1,.). 


k=m 
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根据 (2) 式 知 , 当 上 充分 大 时 ws 之 0 并 且 级 数 和 au 发 散 . 仿照 前 面 的 论述 可 知 , 级 数 之 ln(1 十 we ) 发 散 , 且 


>) in(1 十 wx) 二 十 co. 从 而 ; 当 n 一 co 时 ,lnw 阅 十 co,w 阅 十 oo0. 由 此 可 知 
三 mm 


lim 尺 ,一 士 co， 


ne 


其 中 的 正 负 号 随 m 是 2,4,6,… 之 一 或 0,1,3,5,… 之 一 而 定 . 由 此 可 知 ,此 时 2 s 发 散 . 


另外 , 若 z= 1, 原 级 数 为 十, 显 然 发 散 . 


二 ] 
综 上 所 述 ,可知 原 级 数 仅 当 z>1 时 收 伍 , 且 此 时 有 2 TDCE2TCET 厅 一 二 


a a a | 2 Se 
【3031】 = 二 和 证 … 在 z>0,4>0 (n=1,2， ), 且 级 数 2 -发散 的 条 件 下 . 


解 记 


一 aa .as (n=1,2,3,.…). 


as 十 XT as 十 x Qnr+l 十 工 
注意 条 件 z 盖 0，a>0, 我 们 有 


Ql Ql az 十 x Ql Qi ,ld 
一 。 = 
TT as 十 工 工 az 十 壹 az 十 工人 并 
QI Ql a2 241 U2 ,43 


二 。 。 
lz 十 过 ae 十 二 as+x as+xr as 二 x 工 


Ul 2 42 网 41 G2 Gn-l 。 Aan a  。_ 42 


“atx ZH mtrt +rz as 十 工 av 十 工 pe tx 


。 dn-1 。 Un 。CQa+1l 
Qx 十 XT Qnrl 十 工 之 
一 5 十 sz 十 … 十 5 十 R,， (1) 
其 中 
a a a a a a a Ti a a 歼 工 
n+l 一 上 2 . 3 oe 加 . nn 十 1 __ tl 大 Cl 
R。 rT 工 dz 二 X aa 十 过 ast+x Cl 十 过 Xx 下去 工 Es G 二 ) 
nl 
= 和 TT[ (+e), (2) 
2 
这 里 
人 之 二 ooe 
i (k=2,3,. ,nl1). (3) 
由 (1) 知 ,为 研究 原 级 数 >» sa， 就 是 要 研究 R, 有 无 极限 . 若 R, 有 极限 r, 则 由 (1) 得 
n=1 
$=lim yw 一 lim( 生 一 R 一生 一 r (4) 
in tim El 


下 面 我 们 证 明 R。 有 极限 + 二 0. 显然 
—l1<a<=0,， 0<=l++a; <<1 (k=2， 3，…). 


十 1 


-I (1 十 ox) , 则 Inw, 二 > lnC1 十 ae). 易 知 正 项 级 数 > 二 二 是 发 数 的 . 事实 上 ,由 > 二 均 的 发 散 


性 ， 可 将 CA 分 为 以 下 情况 来 讨论 ， ]1) 着 Qt 之 ZX(k 二 2.3，… ), 则 
1 1 1 
> 2 a 


at 十 x 夺 2a ” 即 


自 忆 运 二 发 散 (无 界 ) 便 知 > 二 -发散 . 2) 若 除 有 限 个 a 之 外 均 有 a 之 x(k 取 除 了 某 些 有 限 个 正 整 数 以 
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外 的 所 有 正 整数 ), 则 仍 有 上 述 结论 . 3) 若 存在 一 个 数列 as 使 得 a <z (i 二 1,2,3,…), 则 我 们 有 


as 十 zx<2z 即 Tz” 37 (1=1,2,..) 
显然 ,有 
~N 
1 、N 
2 下 > 下 ( 当 N=>o%)， 


于 是 ,级 数 >) 二 十 -发散 . 从而， 


1 四 
2 二 让 5 一 十 co， 和 “一 


注意 到 一 1<aw<0, ln(1 十 a ) 过 a 过 0 (一 2,3,…) ,可知 


Sind 4m) 一 一 


k=2 

由 此 可 知 , 当 woo 时 ,nu 一 一 oo， wu, 一 0, R, 一 0, 即 :一 0. 于 是 , 原 级 数 收敛 , 且 
Ql 01 az 一 2 
az 十 工 az 十 过 as 十 工 I 


I EE x’ 
【30323】 I 十 T+ Is 


十 … ,车 (1) 1x 过 1;(2)|x| 守 1. 


解 记 
Er (一 0,1,2，… |zi 关 1). 
注意 , 当 |zx| 关 1 时 ,有 公式 
tt 
-tt + + 


一 5 十 sz 十 … 十 ?十 民 ， 


2m 二 1 


其 中 Rr 上 上 述 恒 等 式 对 任何 n 均 成 立 . 为 求 >》，s, ,我 们 分 两 种 情况 予以 处 理 ; 


2ntl 
(1) 当 |zl<1 时 ,R=- 二 *0 (n 一 co0). 于 是 ,得 
一 人工 
oo N 
5s» = lim = lim(] 二 -一 Ry )= 让- 一 ， 
2 Jim 2 1 一 一 并 
znt1 


(2) 当 |z|>1 时 ,由 lim (和 7) ”0 得 


ne a AT 一 | hans 1 el 
zf 
从 而 得 = -lm Da lim (1 i Ry )=1i+1- 


x ) 本 题 第 三 项 前 原 题 为 减 导 ,应 为 加 本 
n+l 


~ 区 
【3033】 之 人 二 ze 着 ()1z|<<1; C2) | rl>1. 


上 十 1 
解 记 ,= (n=1,2,……; [zx| 关 1). 
注意 到 
1 1 x"(1—x) lx zx! 1 一 工 
lx” 1 一 xz (oe) TD 一 


(2 一 1;, 2 


)， 
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即 得 


1—x 1 ~ 1 1 
2 TT Cl-x 各 1 一 ml 1 一 7 1 一 ZNTI 
或 有 
N 
> = x x 1 
pe * (1 一 z)2 1 一 1 一 ZN 
oo N 2 
. x x 1 工 
lin 2 Tn 0 (zy 
(2) 当 |z| 盖 1 时 ， 


oa 


Tz 


AN 
. zr Xj. 一 
2 $= lim 2, » | (1 一 z) 


n=1 Ne™ 


3 8. 利用 级 数 求 定 积分 


利用 被 积 函 数 的 级 数 展开 式 计 算 下 列 积分 : 
1 


于 一 工 


dz 


1 
【3034】 | ln 
0 


解 题 思路 ”利用 2549 题 的 结果 .但 必须 注意 ,由 于 加 级 数 ( 收 人 证 半径 为 1) 


2 


并 
2 


zx 
3 


ln(1— x) A 


当 z 一 1] 时 发 散 , 故 它 在 0 委 z 委 ]1 上 逐 项 积分 的 合理 性 要 给 出 证 明 , 详 见 本 题 的 证 明 ， 


3 


1 1 1 1 x? rx 
解 [ ln 这 过 dz 一 上 ln(]1 一 z)dz [ ( 7 一 也 一 宁 “dz 
1 x 
一 | Xd7 十 | dx 十 | dz 十 ) 
0 2 3 
1 1 1 1 ) 
Tta.3taat 1 


x ) “由 于 每 级 数 ( 收 化 半径 为 )ln(1 一 xz) 二 一 x 一 太一 宇 一 ,… 当 z 二 1 时 发 散 , 故 它 在 0 志 x 志 1 上 逐 


项 积分 的 合理 性 要 单独 证 明 , 今 证 如 下 : 
对 任何 0 二 t+ 过 1, 有 


[ ln(l1—zx)dx [( I 一 工 )dz 十 R。， 
0 0 n 


其 中 


T ri x ,, 
R, | ( 2 十 1 7 十 2 )ax. 
由 于 0 过 rt 之 1, 故 可 在 0 委 z 委 r 上 逐 项 积分 ,得 


Os 
0 >R.— [bors ios > Lari ar 


_ 1 1 1 1 1 
=-|[ (Gi- 守 3)+( 守 3 十 3)+“…]=- 寺 i 
于 是 ,由 (1) 式 知 


。 zr rm Tnt+l 
下 in(1 一 z)dz ( 1.2 2.3 we) 


在 (2) 式 中 让 固定 而 令 *1 一 0 取 极 限 (注意 , 瑕 积分 [na 一 z)dx 显然 收 伊 ) ,得 
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1 


(n+2) (nt 3) 


(1) 


(2) 


1 1 1 1 1 四 呈 
oa dz 一 (一 于 一 天 ED)| < 二 (n=1,2,3.). 


由 此 式 即 知 


也 即 


1 . 1 1 1 1 1 1 
| ma xz)dzx lim ( TD Do3 TD ) 1T. 2 2.。3 3.4 


ne 


| (=z- 扣 -所 ~…)dz=| dz 十 | (一 瑟 )ar+ 帮 (~ 持 )axt…， 


换 句 话说 , 逐 项 积分 公式 成 立 . 


一 写 


本 节 以 下 诸 题 中 , 凡 在 端点 发 散 的 级 数 的 逐 项 积分 的 合理 性 问题 ,都 可 仿照 上 面 类 似 地 去 证 明 ,不 再 一 


出 . 
x x*) 利用 2549 题 的 结果 ， 
1 2 
【3035] | mt x ) x 
ee (21 一 1)11 x! 1 
十 (— 1)" > 
解 『 Et VIED - | (2m)1! zal dx 
0 区 0 
加 mm (22 一 1)11 1 
-20 
* ) 利用 2871 题 的 结果 ， 
1 
[3036] | dz 
大 
1 ln(1 十 z) -| - 2 3 -| rr 1 1 下” 
解 [ a | - dz 一 | (1 一 和 + 夺 一 ……)dz 一 1 一 训 十 届 
x*) 利用 2961 题 的 结果 ， 
[3037] | zolln(1 一 mdr (p>0, gq>0). 
0 
1 1 加 ， Xx? Xx 
解 [ xXx? ‘in(1~— zx?)dr= | x? 1! (—z 一 屯 一 二 -一 … ) dx 
1 1 1 1 1 1 
一 一 pg 1 re | 户 -39- 1 ae 
| (> + 去 机 + 读 下 -)dz (5 pi2g 2 pi+3g 3 十 ) 


| 2 n(ping). 


nm! 


1 
[3038] | Inx 。 ln(l— zx)dx. 
0 


解 | lInr 。 md 一 dz= 一 |. (Inz . p33 -dz 


n 


1 oo 下 na 


1 1 1 
2 n(nt+1)’ > n(n 十 1) 2 (nt 1)? 


有 一 ] 


Xt! 


+ > re 


和 2 Eo, 


ne »") ne 
1—( 1) =2 5 
x) 利用 2549 题 及 2961 题 的 结果 . 


【30393 | : 


二 一 2mz 十 oo 
解 三 : 2 | Xe 7 [ zer-2ar(1 十 e-zuz 十 et 十 ,so)dz 


| rr 1 一 2xr ™ nr 1 —4nz Tm I nr 1 — bxr +™ 
[ 2 SE | +[ 1 AmD Jo | Gr° (6m) | + 


1 11 11+=。 
一 [人 (下 十 浆 十 京 十 )= 克 有 一 区 
利用 2961 题 的 结果 . 


dx 


关 ) 


1 dz | Ze “dx 全 四 
一 一 《1 一 十 “dz 
解 | er 十 1 o 1 十 ex 0 Te ° ° 
-zz 1 一 2z 1 az 1” _1 -az 1 一 3z 
=| 一 ze e 1 | pxe Dre | 十 了 Ze a7e ， 
_， 1 1 me 
1 12 


XX) 利用 2961 题 的 结果 

2 d 
< 分 F(tk)= 二 。 
[3041】 按 模 数 &(0<<k 二 1) 的 正 整数 次 知 展 开 第 一 类 完全 椭 轩 积分 FCk) 一 人 和 


至 d 
解 FOOD 一 
0 V1l—ksing 
G2n— D1! 
CL np 十 … ) dp 


| (1 十 亏 姑 si p+ sint 9 十 6 -5 Rssins 9 十 …… 十 Con 


wl 


1 


+*) 


(2n—1)!! 2 
下 于 [| 


x) 利用 2281 题 的 结果 . 
【3042】 按 模 数 k(0<k<1) 的 正 整 数 次 吞 展开 第 二 类 完全 补 因 积分 E(k) 一 ”VI 一 RsinTp dy 


解 E(k) 一 上 VI—Esinig dp 
0 


和 3) Cn— 3)11,,, EE 2 (2n—1)117]? &2n *) 
-| (2 2 DI sin 9| dg- 各 |: > | co Ei 


x*) 利用 2281 题 的 结果 ， 
【3043】 利用 按 椭圆 离心 率 的 正 整数 次 寡 展 开 的 级 数 表示 椭圆 zx 一 acost，y 一 5sint (0 委 ! 委 2) 的 弧 长 


解 设 2>b 则 e 一 4 一 和 (也) 一 1 一 e?. 缴 长 为 


=- Wasin2t 十 形 cos2t dt=4a 上 V1l—e cost dt 
0 0 


x C2n—1)!117? 
. | 2 Cn 1! ] | 


(2n 一 
-4 | > C2 六 Cen 51! cor | di=4a 2 
1 1。3 Et 
2ra {1 (二 )e ($33) * 与 一 …}. 
证 明 下 列 等 式 : 
1dr 妆 1 
【3044】 | 去 = 2 记 
1 1 1 
解 | 昱 = edz= | (1 Xlnz+ LIne 2 
ox 0 0 21 ! 
2 2 3 3 3 4 4 1 
一 | 一 所 Inz 二 大 十 下 3m?< 一 各 Inx 二 和 证 zimez+z ln 2 在 Imnz+ 到 + | 
1 ,1 ,1 所 1 
1 十 莹 十 亲 十 页 十 之 而， 
本 题 得 证 


te 1 CD! 2 
[3045] | e sinazdr = 之 tont 1 1 ， 


n=0 
tm 2 + 2 » Ql! 
解 [ e 7 sinazdz 一 [ e 之 (一 1) CaF +1dz 
a (—1)"a2t! 十 ea 2 on 1 bd 《一 1)"C2n+l 三 ， _， 
nF D1 | ez" dr 之 cant Je 
1 SI Daw fs 1 + 
7 2 Cate | 十 nz”! 十 n(n 一 1)t* 十 tnlzta! ||. 
1 Dn! nn 
2 2 《22 十 1)1! 
本 题 得 证 . 
2r 
[3046] | ev cos(sinz)cosnzdz 一 本 (n=0,1,2,*.). 
ov 和 


解 ” 若 复数 w==wu 十 iv, 记 Re{w} 二 wu 为 其 实 部 , 则 有 Refes } 一 ecos(sinz). 因 此 , 原 定 积分 为 


an 
I -| ecos(sinrt)cosnrdx 
0 


一 Re 人 cosnzdz} 一 Re 人 (| 。 到 (er +em)dz| 


0 


-二 Re 全 ee a 
2 0 ml! 


一 工 > 1 2 Cm] +n)r ~ 1 [ iCmy — mr 
2[ > ae | e dz + 2 IR 0 7 dz| | 


注意 ,对 任意 整数 &, 有 积分 关系 : 


从 而 , 当 7 之 0， 7 之 0 时 ,有 : 


(1) 当 n= 二 0 时 ， 
『 tn di (六 7 一 0， 『 in- 一 ( =n, 
0 0， 7 天 0. 0 0， 7 天 7 
此 时 相应 地 得 ,一 去 C27 十 27) 二 2 
(2) 当 n 二 1,2,3,… 时 ， 
全 ein+ozdz 一 0 [mn einm-ozdz 一 人 mn, 
0 0 0， mn. 
骨 _1 1 
此 时 相应 地 得 1 二 于， (本 2 一 再. 
求 : 
2r 
【30473 了 | em"Yeos(asinz 一 nx)dr (2 是正 整数 ). 
0 
解 ” 被 积 应 数 正 是 ew 的 实 部 , 故 积分 为 
2r 2r 、， 
了 一 | ecos(asinz—nz)dz= | Re{e”™ -iw }dr 
o 0o 
一 2 ez inr 一 2 CY Cae” )” 一 inx 一 a™ fe” im 一 由 了 
一 Re (人 ee ee dx} -Re| | 之 le dz| -Re| 条 | Elm " | 


-Re 2 
n 
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十 ™ Sin 和 
[3048] | 1 一 2acosz 十 o 
提示 利用 2864 题 的 结果 . 


解 ” 利 用 2864 题 的 结果 , 即 得 


Sin SS. . 
一 一 一 一 * 世 Sin ( <<1). 
1 一 2ccosz 十 o 2 TS lal 


x 


由 于 | xsinmzdz 一 (一 1) 呈 1 工 7 ' 所 以 , 当 |lal<<1 时 ,就 有 


0 


zsinzdz _ 二 in - 工 一 

一 1 一 一 rln(1 十 c). 

上 1 一 2acosz 十 吧 = 之 ! ) 了 
Xxsinx _1 Xsinzr 


1 一 2acosz 十 o a 1 一 2( 工 )cosz+( 二 ) 


利用 以 上 结果 , 即 得 ; 当 |a|>1 时 ,| zsnz -rdz 一 号 m(1+ 二 ). 


2aucosz 十 az 
【3049】 上 ln(1 一 2acosz 十 az )dx. 


提示 利用 2872 题 的 结果 . 
解 ”利用 2872 题 的 结果 , 即 得 : 当 |x| 委 1 时 ， 


| ln(1 一 2acosz 十 ao )dz 一 一 2 >» [ LCOSNx dx 一 0. 
0 n=1 v0 n 


In(1—2acoszte)—In| eo: (1 2 1 cosZ 十 1 ) | tn(1 一 六 cosat 雯 ) 
o a 2 a 


利用 以 上 结果 , 即 得 : 当 |a| 之 1 时 [ ln(1 一 2acosz 十 az )dz 一 xlna2 一 2rln|la|. 
【30S0】 证 明 公 式 : 


万 e dz= 工 二 也 十 2 .十 ( D1 Dl 1 Onn a!, 
a a 
其 中 ae>>0 且 0<0 王 1 
若 于 公式 (1) 中 取 两 项 来 表示 积分 | ”1 上 下 dz, 其 精确 程度 如 何 ? 
解 “ 当 xz>>0 时 ,考虑 函数 /(z) 一 于 -在 x 一 0 点 的 阶 泰勒 展 式 ,有 


1 / fC(0) f™ YC0) 2 ff” 人 村 
jz) 一 二 7 一 0) 十 了 (rt ar +t 1 十 一 一 一 


(2 一 1)1 
1 _ zj "1 " " 
Ta alg +(—1) a” 十 (一 1 CatOr)"™ 
1 rr x 1Z" x” 1 
一 上 一 乞 十 夺 一 二 (一 D7 二 (一 DD) 人 
了 四 二 n+l 
a a a a < (i 三 ) 
_1 rT a 
~ 二 于 一 … 十 (一 1) 十 (一 1)"6, (xz) 一 一 be ， 
a a a CQ” 
其 中 0<9<1, 而 对 于 函数 7 二 和 人 0<6.(z)<1 (0<zr<+co) 由 
1 十 0 二 
a 


oo too oo 
| e ”zx"dr 二 nl (一 0 1, 2) 以 及 o<| e787)rdz< | e "xr"dr=n!, 
0 0 
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即 知 [a e-B,(z)z"dr 一 0.n1, 其 中 0 过 6 过 1. 于 是 ， 


to er > zr < (—1)*! | 中 1x 一 1 全 0 Cx) | 

| 2 Fz = | JCz)e “dz 一 2 一 dz 二 (一 1)" 二 Xx)zx"e “dr 
—1)1! ! 

HT 全 二 (一 1 卫 0. 


a a 


工 
a 

公式 证 毕 . 
在 上 述 公 式 中 , 令 a 一 100 一 10? , 则 有 


十 co e 7™ 一 -2 11 4 1 _6 。 nl 1 110-2" — 1])" 1]0-2"-2 
[ TT dr—10 ?1110-'+2110 CD -inm1)110-”" 二 (一 1)"g,n! 


《0< 加 一 1). 
如 果 取 前 两 项 来 表示 积分 , 即 在 上 式 中 取 ”一 2, 则 误差 为 (一 1D)b2110“ ,其 绝对 值 小 于 2。10“，, 于 是 ， 


十 oo 
一 I 。 一 6 
[ TH 一 dz 一 0.01 十 0.0001| 委 0.000002=2。10“. 


3$9.， 无 穷 乘 积 


1” 无穷 委 积 的 收敛 性 ” 若 存 在 有 限 而 且 异 于 零 的 极限 


则 称 无 穷 乘积 


pip2* -了 > (1) 


是 收敛 的 . 
车 ==0 而 乘 数 p。 中 无 一 为 零 , 则 称 乘积 (1) 发 散 于 零 ;在 相反 的 情形 下 , 则 称 无 穷 乘积 收效 于 零 . 
乘积 (1) 的 收敛 性 与 级 数 


> Inp, (2) 
的 收敛 性 是 一 样 的 . 
收敛 性 的 必要 条 件 为 :limz, 一 1 
若 包 =1+mw(n=1,2，…') 及 wm 不 变 号 , 则 乘积 (1) 收 敛 的 充分 必要 条 件 为 级 数 


> a = > (ps —1) (3) 
收敛 . 
在 一 般 的 情形 下 , 当 w 不 保持 固定 的 符号 而 级 数 (3) 收 伍 时 ,乘积 (1) 与 级 数 


-> (pa —1)? 
同时 收敛 或 同时 发 散 , 且 在 发 散 的 情形 下 ， 乘积 发 散 于 零 
2” 绝 对 收敛 性 ”车 级 数 (2) 绝 对 收敛 或 条 件 收敛 , 则 称 乘积 (1) 为 绝对 收敛 或 条 件 ( 非 绝对 ) 收 化 .级 数 
(3) 绝 对 收敛 是 乘积 (1) 绝 对 收敛 的 充分 必要 条 件 . 
3” 范 数 的 无 穷 乘 积 展 开 当 一 ox 过 十 时 有 展开 式 
. _ 悟 x _ 4r’ 
anz I (Be) = I em] 


特别 是 ,由 第 一 式 当 一 也 时 得 沃 利 斯 公式 
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加 日 


站 2n 2n 
1 rs 到 二 


证 明 下 列 等 式 : 


cx 


【3051] 工 (1 一 去)= 亏 . 


mn 一 2 


证 记 思 一 1 一 言 .由 于 部 分 乘积 


( 当 7 >co 时 )， 


n=2 

Fn 一 1 2 
[3052] 1 5 3 
证 记 pp 一 三 由 于 部 分 乘积 


加 2 一 1 .3 一 1 一 1 2 .于 十 2 十 1 .2 ot 
P= || pari HT wri swt 3 (Su), 


oo 


2 1.1 
[30531 [I mr 


证 记 p 一 1 一 co 守 15. 由 于 部 分 乘积 


_ _41,5°2, nt)n 1D)_ 1 ,nt2 1 
Pn I 2 3 34” nantl) 3 n “3 


故 I [到 


【3054]】 IT Dr+( 寺 六]=2 
证 由 于 部 分 乘积 满足 下 述 等 式 : 


( 当 n->co 时 )， 


1 1 1 1 TAN 1 v2 
(1 到)P,= (1 一 于) (1+ 本 ) (+ 去 ) (+ 六 )=! 一 (十 
1 2n+1 
1 一 ( 亏 ) | 
i 
1 1 了 = 
【3055] TI eos 二 [= 二 
n=] 
证 由 于 部 分 乘积 
_ x 9 Rn 1 nA Le 工 
卫 。 一 cos DY COS DI""" COS nf 元 COS prCOS D3 “(cos gE pr * 2sin s+7 Dr )=… 
2sin F777 
sin 工 工 
ztT ~ 
一 2 _ 2 .2 .2 ( 当 oo 时 )， 
2rsin -et sin ™ 下 
Dutl = 2nt1 


站 2 
故 I cos 有 一 区. 


【3056】 II cos 世 一 Sinz 
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证 当 <z 尖 0 时 ,由 于 部 分 乘积 


并 
卫 , 一 cos cos 亢 cos 部 sinz 2, ee ( 当 nz 一 co 时 )， 
2"sin 芳 sin 六 
站 xX sinx 
故 11 cos i 
站 x _ shr 
【3057】 I ch 
证 ”由 于 部 分 乘积 
区 六 
卫 , 一 ch ch 2 ch rz shr 一 shz 。 2 (xz 天 0) 及 lim 一 2 lm = 
2 2 2 2rsh 7 sh 之 30 shy y=0 chy 
2" 2" 
故 TT ch 工 一 shz 


本 ， 1 
2 一 一 一 
【305s8】 11 Qt”) 这 (zl<1). 


证 由 于 (1 一 z)P; 一 (1 一 (1 十 zx)…(1 十 zx” ) 二 1 一 xz ,从 而 (注意 |z| 二 DD)， 
1 2m 十 1 1 
Pe ( 当 n 一 co 时 )， 
zx 1l—z 


故 [[ (+z”) 一 二-. 利用 此 题 的 结果 , 易 得 


此 即 3054 题 的 结果 . 


【30s9】 工 一 


2 2 
2? VD Vat vip 


提示 在 3056 题 中 , 令 z 一 分 ， 并 利用 半角 公式 即 易 获 解 . 


证 在 3056 题 中 , 令 z 一 二 ,利用 半角 公式 ,有 


则 得 


这 一 广 。 A 。 VE 
【3060】 II (Ba m1) 一 : 


提示 在 sinz 和 


证 利用 西数 sinz 的 无 穷 乘 积 展 开 sinz 一 z ][ (1 一 ;Ez )' 令 x 一 于 ,有 


nx 1 \_ x TT (3n—1)(3n+1) 
?3 3 (i Gn) 3 1 (3n)? . 


]， 
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TT 
3 _ 2x 
于 是 ,得 I (Bi 1 记 工 3V3 7 


试 证 下 列 无 穷 乘 积 的 收敛 性 并 求 出 其 值 : 


亲 712 一 4 
【30611 于 一 于 


La 


证 ”由 于 部 分 乘积 


Pod 3 


故 无 穷 乘积 ] 杞 二 4 收敛 , 且 其 值 为 二 


pe 


[30621 [I [+ 


1 (n 二 1)? 


证 1+70zTa) nln 于 杂 "由 于 部 分 冬 积 


卫 , 一 


2 3” 4 (n—1)’ mn (n 二 1)? _ 2(n 二 1) 


1.5 2.6 3.7 (2 一 4)2 ., (2 一 3)(2 十 1) ，(2 一 2)02 十 2 7 十 2 ,1 
4.6 (an—3)(n—1) (Cn—2)n (二 1) 十 1) 4Cn—1) 4 


( 当 n 一 o0 时 )， 


1 3 ”2.4 3.5 m2)n -Int1l) nnt2) 
故 无 穷 乘积 T[ | 1+zc 寺 5 | 收 俩 , 旦 其 值 为 2， 


呈 (22 十 1)(2m 十 7) 
[3063] 11 (2nt 3) (2nt 5)° 


证 ”由 于 部 分 乘积 


p 3°9.5°1 .7.13,.(2n—3)(2nt3) . (2n—1)(2nt5) 


7 十 2 


>2 ( 当 n 一 co 时 )， 


(2n 二 1) (2n 十 7) 


3 27 二 7 3 s 
了 mF 了 〈( 当 ”> 时 )， 


下 十 7 3 
故 无 穷 薪 积 | 多" 十 邓 (2 十 弛 收 比 , 目 其 人 为了， 


n 


【3064】 Te (a>0). 
证 由 于 部 分 乘积 


CL" 


5.7 "7.9 "911 (Qa—1) (2nt1) C2nt1) (2nt3) 


(2n 十 3)(2n 十 5) 


1 [1-li+...+(-1D" 11l 
P=a eaea st a Li] ram (Yn 时 )， 


故 无 穷 乘积 ]] a 收敛 , 且 其 值 为 a-*， 


[3065】 可 否 由 乘积 T[ 请 与 T[ 4 的 收 全 性 得 出 下 列 乘积 ， 


(1) a (加 十 wo) (2) I ps; (3) TIT pe 4) IT 名 
n=] n=1 a2] Yn 


的 收敛 性 ? 
一 ， 站 1 中 1 
提示 (1) 不 可 以 .例如 ,乘积 11 (CGI 一 未 ) 及 1 (二 去) 
(2) 可 以 , 且 其 值 为 PCP 关 0), 其 中 P= [之 . 
= 
(3) 可 以 , 且 其 值 为 PQ (P 天 0,Q 关 0) ,其 中 P= [] pb,, Q= Tv 
n= 二 1 一 1 


(4) 可 以 , 且 其 值 为 去 (PF0,Qz0) ,其 中 P=- T[ zp.,Q~ I[ 4 
n=1 n=1 
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om 


解 01) 不 可 以 .例如 ,乘积 J] (1 一 去 ) 及 T Ga+ 击 ) 均 收 人 ,但 乘 各 T [ (1 一 去 )+(1+ 去 ) ]- 
I (2 。 mm) 却 发 散 . 

(2) 可 以 .事实 上 ,部 分 乘积 @, 一 pf， 访 …P 一 (pi1pz…pr)?* 当 n>oo 时 的 极限 存在 且 为 已 , 故 II pa 
收 合 , 且 其 值 为 Pr ,其 中 II p, —P#0. 


(3) 可 以 .事实 上 ,部 分 乘积 Q, 一 (pipe… ps) (qi19q2…g,) 当 nn 一 oo 时 的 极限 存在 且 为 PQ, 故 【| pw 
n=1 


收 伍 , 且 其 值 为 PQ, 其 中 I p=Pz0, [[ 4.—Q#0. 


(4) 可 以 .事实 上 ,部 分 乘积 Qh (di 天 0， ;一 1,2,…) , 当 mn 一 cc 时 的 极限 存在 且 为 万 , 故 


] 名 收敛. 且 其 值 为 右 , 其 中 TT #=P#0, TT %,=Q#0. 
za21 Qn n=1 nl 


研究 下 列 无 穷 乘积 的 收敛 性 : 
[3066] II 二 
解 ” 由 于 通 项 p, 一 二 一 0( 当 wco 时 ) ,不 满足 收敛 的 必要 条 件 (p, 一 1) ;或 者 说 :由 于 部 分 乘积 
pr 一 让 一 0 ( 当 n>oo 时 )， 
且 每 项 不 为 零 , 故 无 穷 乘积 I 二 发 散 于 零 . 


Cnt+1)? 
[3067] ll xi 


、 _ (Ca 十 1 1 ~ 1 1 A 
解 注意 通 项 乌 一 xi 干 休 一 1 十 区 2 休 ,而 2 nz 二 2) 收敛, 且 吉 cw 二 区 不 变 号 , 故 无 穷 乘 积 


JT 名 十。 收敛 .事实 上 ,已 由 3062 题 知 , 该 无 穷 乘积 是 收敛 的 , 且 其 值 为 2 


r30681 JT (+ 去 ) 


n=1 


提示 注意 让 不 变 号 以 及 级 数 》) 小 的 钱 散 性 . 
n=1 
解 p, 一 1 十 去 ,其 中 十 不 变 号 .由 于 级 数 >) 十 当 p>>1 时 收敛 ,而 当 p<1 时 发 散 , 故 无 穷 乘积 
J + 去 ) 当 p>>1 时 收 化 ,而 当 p<1 时 发 散 . 


r3069】 TT (1 二) 


n=2 


解 由 于 p, 一 1= 一 广 不 变 号 , 且 > (一 二 ) 发 散 , 故 原 无 穷 乘积 发 散 . 或 由 于 部 分 乘积 


P,= 1 .2 ...2 一 2 .2 一 1 1 
当 ”~co 时 的 极限 为 零 , 且 乘积 中 无 一 项 为 零 , 故 原 乘积 发 散 于 零 . 


oro 广 ( 守 !) 
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解 通 项 户 一 (到 于 儿 一 (1 一 Hi) .由 于 级 数 


3 


n=2 


对 任何 请 均 收 敛 (因为 级 数 > 3 元 和 收敛), 故 原 无 穷 乘积 对 任何 均 收 合 . 


*# ) 原 题 误 为 I ( 二 二 ,这 时 ,车 bpZP0，, 第 一 个 因子 为 零 , 接 定义 无 穷 来 积 收 化 于 零 } 若 p<<0， 第 


一 个 因子 无 意义 ,因此 整个 无 穷 乘 积 无 意义 ， 


nd 2 
r3071] [I 其 中 当 nn 之 mo 时 2 十 an 十 b>>0. 
Lk] 


y 十 qn 十 把 | (al —a) nt Cb —6) 人 和信 
解 通 项 加 12 十 cz 十 已 11 nn 十 an 十 6b "7 


(a —a)ntt (Cb ~—b) 
十 an 十 5b 


当 二 a 时 ,4,~ 坟 .由 于 > 方 收敛 , 故 原 无 穷 乘积 收 仇 . 当 ai 关 4 时 ,由 于 于 十 an 十 b>0, 且 as~ 和 一， 


故 》! a, 发 散 ,从 而 , 原 无 穷 乘积 也 发 散 . 


a1) (nna) (nn 


【3072]】 IT eo- By p>, ,其 中 no 之 6; (i 二 1,2,.…,p). 


p p rt p 
(六 六) 
i=1 i 二 1 


《Ca 一 ai)Ca 一 ad)…( 一 CQp) i=1 i=1 
解 pp Db) nb) 5 
Tc 一 bi) 
i=] 


心 


0 -Pe )n + + (Te -He) 
Too 


p p 
当 De Pho, 0 (去 ), 故 六 a 收 全 ,从 而 , 原 无 穷 乘积 收敛 . 当 Da Do 时 ,由 于 当 


A 二 =n 


0 


p 
xm 时 ， I (n—b)>0, 有 a, 一 去 bi 一 > ai) , 故 级 数 S) a 发散, 从 而 , 原 无 穷 乘积 也 发 散 . 


i=1 i=1 n=no 


?8 十 1 


[3073] II 


T 1 
解 pp, 一 2 ， In 加 一 2 7 二 2 一 六 0 一 7 二 2) 


由 于 > In(1 一 于 5) 发 散 ( 于 一 co), 故 原 无 穷 乘积 发 散 ( 于 零 ). 


Ee 


[3074] = 
DU Vniti 
1 十 工 》 的 竹 散 ， 
提示 “注意 级 数 > In 有 ;> > nfl 二 二 ) 的 效 散 性 . 
1 1 1 
解 p, 二 一 一 = ， lnps 一 一 元 In(1 十 方 ). 
2 2 
V71 十 1 1 十 工 ( nn ) 
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考虑 级 数 _ 
习 mp 二 加 (1+ 广 ) 


2 | ， 
由 于 级 数 了 志 收 伍 , 故 级 数 > 加 (1 十 去 ) 收 化 ,从 而 ,级 数 > Inp, 收敛 . 因此 ,无 穷 乘 积 II i 


一 1 


收敛 . 


oe I 

[3075] H Vit- 

解 上 p = /i+ 1 lnp, = 1 In(1+ 二 )>9 当 ”co 时 ,有 
n” ” nn n “ 


二 mm(1 十 过) 一 霹 ， 


故 》) Inp。 收敛 ,从 而 , 原 乘 积 也 收敛 . 
[30761 TT 7. 


解 ”pp 二 /7， Inp, = 二 Inn. 考虑 级 数 


8 


由 于 雯 Inn 一 0( 直 ) ,此 处 。 为 满足 0<e<1 的 任 一 常数 ,而 >，- 志 : 收 剑 , 故 原 无 穷 乘 积 收 钱 . 


【3077】 TT (+ 天)e 
解 通 项 


-+ 至 )e =(1+ 诗 )[1 + 吉 +o( 支 ) 1 一 大 +0( 雯 )， 


故 若 记 p, 王 1 十 a,, 则 当 充分 大 时 ,有 


保持 不 变 号 . 注意 到 对 任何 +, 级 数 
允 |- 基 +o( 计 )| 


收 合 ,这 里 m 为 适当 大 的 某 一 正 整 数 . 从 而 ，》1 w 收 伍 . 因此 , 原 无 穷 乘 积 收 伍 . 


[3078] TI (1 一 地 )e ,其 中 c>0. 
解 ”对 任意 z, 考 虑 通 项 
一 工 工 1 
(和 0) +o( 寺 于- 人 ( 直 ) 


1 去 二 人 +0( 评 )=1+0(3 志 ): 


易 知 级 数 >， lnp, 收敛 , 故 原 无 穷 乘积 收敛. 


【3079】 TT az) 
解 ” 当 |x| 之 1 时 ,由 于 通 项 p, 一 1x” -1, 即 不 满足 收敛 的 必要 条 件 , 故 原 无 穷 级 数 发 散 . 当 |zx| 过 1 
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时 , 若 z 一 0 显然 收 伍 ; 若 zx 隆 0 则 有 
一 工 
Inps =In(1—z")=—zx" InL(1—zx") J]. 


由 于 


lmhn[a 一 cz) “=limin | (1+ 地) ]=1, 
从 而 ,lnp, 一 OC|z1"). 但 级 数 3) |z|* 当 |z|<1 时 收敛 ,故此 时 原 无 穷 乘 积 收 剑 . 


【3080】 IT (+ 双 ): 
解 当 |z| 之 ?2 时, 通 项 p, 一 1 十 ( 子 ) -六 1, 故 原 无 穷 乘 积 发 散 , 当 |z|<2 时 , 若 xz 一 0 显然 收 伍 ; 若 


天 0, 利 用 
im 人 (+ 又) = lim (4 i) 一 ey 
In Yn 
就 有 
mom(1+ 呈 ) -六 m14 双 )*=o(| 持 | ) 


过 | 当 1z1<2 时 收 全 ,从 而 ,如 Inp, 收 化 . 因此 , 原 无 穷 乘积 收 全 


由 于 级 数 > 
n=1 
oo (+t)" 
r3081] TI | 


n=1 


(1) 当 |zl<e 时 ,利用 
( 当 mr~>co 时 )， 


解 
(1+ 了 二) 一 e+oG) 


存在 适当 大 的 整数 m , 当 wn 之 m 时 ,有 (1 十 过) >1z| ,于 是 ,相应 地 得 
(+ 去 ) 了 
了 | > 


| 


2 


这 表明 ,此 时 
G+ 去) 
加 二 1 十 一 一 一 -人 1 ( 当 n>oo 时 )， 
即 不 满足 无 穷 乘积 收 剑 的 必要 条 件 , 故 原 无 穷 乘 积 发 散 ， 
(2) 当 |z|=e 时 ,利用 70 题 的 结果 ,有 (1 二 二) 之 e 一 已 ,此 时 , 
1 十 二 小 1+ 广 ) 和 
访 , 一 1 十 (sgnz)" 局 -+eeno| | 二 1 十 an. 
但 
(1+ 工 ) (1 十 二) e 一 了 
二 n 3 1 \” 
| w | = | (sgnz) 一 | -| — | | | =(1 一 计 * 却 ) ， 
而 
1 ER 
加 (< 二 ) -tm[ (1 站 ) "et>0， 


故此 时 有 w - 疡 0, 也 即 p。 - 产 1( 当 >co 时 ), 从 而 , 原 无 穷 乘积 发 散 
(3) 当 |zx| 渤 e 时 , 记 p, 一 1 十 as. 为 考察 a, 的 变化 , 仍 利用 


(1+ 二 ) =e+o(D 
n 
存在 适当 大 正 整 数 no , 当 n 之 no。 时 ,有 


(nz 一 co)， 


(1+ 二 ) < 于 (e+ |x|). 


、 1 十 
记 9=- 寺 ,二 十。, 则 0<q<1, 有 


ne 


ee 


TzT 
于 是 ,级 数 2 or 绝对 收 敏 .由 Inp 二 In(1l 十 os) ,从 而 ， > Inp， 绝对 收敛 . 因此 , 原 无 穷 乘积 收敛 
【3082】 (1 一 工 )e 让: 立 . 
I Vn 


n=1] 


解 ” 对 于 任意 zx, 考虑 通 项 


2 
pr 一 (1 一 三 )e 页 "机 


历 
(0- 癌 )D+( 寺 + 各 )+ 二 (二 + 玉 ) +0( 充 )] 
-+ 到 + 天 + 去 


+o( 声 )|+[ 去 +0( 记 )]-!+0( 记 ) 
因此 ,车 记 p= 二 1 十 a; 则 有 a 二 OC 


让) 于 是 ,由 级 数 > w 的 绝对 收敛 ,可 知 级 数 > lnC1 十 w ) 绝对 收 
伍 , 从 而 知 , 原 无 穷 乘 积 收 伊 ， 

【3083】+ I (1+ 朱 )eos 五 

入 n=1 


(1) 当 |zx|< 过 1 时 , 通 项 


加 一 (1+ 天 cos 和 =(1+ 匣 )[1+0( 融 )]=1+ 藻 +O( 扎 2 ) +O(: 二 
=1+0O( 蕊 )+0o( Es). 
当 充分 大 时 ,不 论 p,q 为何 值 , 均 有 


于 =0(|z|?)， 


了 一 O( |z| #). 
4 Qn 一 OC|z|), 因 此 ,有 


于 是 ,可 写 名 一 1 十 c 


lInp;|=|ln(l+o)|=O0(@|)=0O(|z|?) 


由 于 当 ]z| 过 1 时， (VTET) "< 十 oo, 从 而 ,lnp, 绝对 收 伍 , 故 原 无 穷 乘积 [ p, 收 合 
(2) 当 z=1 时 ,在 p>1,9>> 译 的 情况 下 ,由 于 通 


p, 一 (1+ 去 )s 去 =(1+ 玄 )[ 1 一 


车 记 户 一 1+a, om 一方 十 0 (去 )' 则 >) a 绝对 收敛, 且 由 
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10( 伟 )to(z)- 训 +o( 吉 ) 
易 知  。 也 收 伍 ,故此 时 无 穷 积 [po 收 人 
当 z 一 一 1 时 ,在 p> 二 ,4 二 的 情况 下 ,由 于 通 基 

pr = (1+ )eo0s i Q+5 产 | 去 : 启 +0( 志 )| 


=1+O +0 (zs )+0(s)=1+ 导 +0( 去 )， 


n? 27222 ne 29 ne? 


可 记 p= 二 1 十 B,， B= 证 0 (去), 则 有 


lInp;=1ln(1+8,)=B,+O(R), 


易 见 3 p, 收敛 ,而 


ca 


n=1 


民 = 去 +0( 志 )+0( 训 7)= 高 1+0( 去 ) 


故 >) 民 绝 对 收敛 ,从 而 知 ，>，lnz, 收敛 .于 是 ,此 时 无 穷 乘积 | p, 收敛 . 
"1 n=1 n=1 


sin 过 p 
【3084】 I( 二 ) . 


n=1 


n 


解 ” 显 然 应 当 要 求 x 关 0. 记 通 项 为 p, 二 (1 十 a,)* ,其 中 


,Zz ， 
a 
nn 


2 1 
Inps=pintite) pln| 1 一 产 +o( 去 )| 


由 于 >) ln(1 十 as) 收 敛 …, 故 》) Inp, 收敛 ,从 而 , 原 无 穷 乘 积 收敛 (对 任何 的 p 及 zx 关 0). 
x ) 参看 2677 题 的 结果 . 
【308S】 TT Vnnt rz) — lnn. 

n=1 


解 ” 记 p, 二 VinGn 干 x+) 一 Inn ,由 概 求 In(n 十 xz) 一 Inn 之 0, 知 zx 之 0. 
(1) 当 z 一 0 时 ,显然 各 项 均 为 零 ,无 穷 乘 积 收 敛 于 零 . 


(2) 当 z 之 0 时 ,由 Inp, 一 二 Inin (1 十 二) 可 知 , 当 nr 二 时 ,有 In(1 十 演 ) 生 1, 故 此 时 min(1 二 三) 


0. 再 由 


二 mn(1+ 三 ) 
及 了 二 发 散 知 > 二 Linln(1 十 三 ) 发 散 ,从 而 得 知 级 数 》Inp, 发 散 . 因此 , 原 无 穷 乘积 发 散 . 


【3086】 证 明 : 若 级 数 >》) zz? 收敛, 则 乘积 [] cosz; 收敛 . 
证 ” 当 rz- 一 0 时 , 户 .一 cosz, 一 1 十 ,其 中 


an 一 一 言 取 十 oCz) ,ans0， 
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且 由 于 级 数 3 a 一 》) | - 晤 + | 收 二 ' 故 无 各 TI eosz, 收 全 


[3087】 证 明 , 若 级 数 > w 绝对 收 剑 , 则 乘积 本 tan (下 十 a) (es 1 过 所) 收 化. 


证 ”由 于 级 数 >，m 收敛 , 故 limas 一 0. 此 时 有 


1 十 tana， 


一 (1 十 tana,)(1 十 tana, 十 tanza 十 …)》 
1— tana, 


tan( 3 十 mw) 一 


一 1 十 2tana; 十 2tan’e; 十 … 二 1 十 2a; 十 ola;). 


由 于 级 数 y\ [2a, 十 ol@s)] 收 化 ,而 且 级 数 
DY [20s Fola) J = 六 也 + | sw oa) |+ 5 oa,) 
也 收敛 , 故 无 穷 乘积 T[ tan (下 十 a ) (esl 三 至 ) 收敛 ， 


*) 由 于 了》 a, 绝对 收 伊 , 数 2 允 了 (|e | ， |e | ) ,因而 ， Yo 也 收 冀 ,又 当 于 充分 大 时 ,有 
n=1 n=]1 s=1 n=1 


las «olas) | las|, lo (a,)lele,|, 
政 3) |. olas) | 及 1 or Ca,) 均 收 铸 . 
研究 下 列 无 穷 乘积 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 : 
r30883 TT | 
解 由 于 级 数 了 (上 一 条 件 收 信 , 且 级 数 | 全 是 ] 收 合 , 故 原 无 穷 乘积 条 件 收 全 
1)"7! 

十 — 
【3089] II [+ 二 霹 六] 
解 由 于 级 数 2 一 全 一条 件 收 伍 , 目 统 数 | 二 太一 | 一 十 发, 放 原 无 穷 乘积 发 


【30903 IT [+ 一 | 


n=1 


提示 就 p>1, 计 <p<1,0<p< 方 及 p 志 0 四 种 情况 加 以 讨论 . 


解 ” 当 p 之 1 时 ,由 于 级 数 > 导电” 纺 对 收 化 , 故 原 无 穷 乘积 绝对 收 化 
当 二 一 p<1 时 ,由 于 级 数 > 4 一 D”… 条 件 收敛 及 2[ 生 2 |] = 交点 收敛 , 故 原 无 穷 积 条 
件 收敛 


当 I 2 走 发 数 , 故 原 无 穷 乘积 发 散 . 


当 p<0 时 ,由 于 全 咏 一 不 趋 于 零 , 故 原 无 穷 乘积 也 发 散 . 
【3091】 II i er- | 
解 由 于 级 数 > 下 条件 收 敏 及 2 并- 发散 …, 故 原 无 穷 乘积 发 散 
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《 


x ) 当 玉 充分 大 时 ,显然 有 >Inzm, 故 让 之 二 由 5 1 二 发 散 即 知 


n=2 n=2 


3092 
[3092] I #2 和 

万 一 ]7)” 
解 a se 全 lnpa inpuri (k=1,2,3,…), 即 得 


“(1 局 )+(+ 1 )-af: V2kTF1l— V2& 一 1 ]>。 


V2kTF1— (V+ D(C V2RITI—1) 
由 于 
Eri Va —l 
jimln| 1_ RFI Vl 1， 
i (VE+D DVIRTI—1) 
故 有 


CR DC Yt 1) 


, VaRTI~ V1 | VaRTFI— VR—1 | Ari vRi 
“ (CV 亚 十 DCV 了 TIT 一 1) (VR+D (VRTFI—1) 


-| VaRTI— Vak—1 |- 1 


(ko0). 
(VE+I (VaRTI—1)| 2k 


由 此 可 知 >，uw 发 散 , 从 而 ,级 数 >》， lnp, 发 散 . 因此 , 原 无 穷 乘积 发 散 . 
【3093】 J ne 


提示 令 ps 一 n' '”, 注 意 它 的 子 数 列 加 一 24 一 co (k->00). 
解 记 记 一 2 7 , 则 有 子 数列 


pa = 2h) 0” =2k oo (Eco)， 
于 是 p, ->1 (co). 因 此 , 原 无 穷 乘积 发 散 . 


[3094] II Van. 
记 p= Mn'-*" , 则 有 


lnn. 


一 工 com 《二 1) 
lnz。 lnn 


n 


注意 到 级 数 2 (—1)" J 是 莱 布 尼 欧 型 级 数 , 它 条 件 收敛 ,因此 , 原 无 穷 乘积 条 件 收敛， 


oo Cn 一 1 
(一 1) 7 
【3095】 Ho 


n=1 


n(n—1) 


解 记 p, 一 1 二 “一 一, 则 有 


1 Pe 
a Lrc 1 ]? 3 | - 
因此 ,可 知 >，|lnz, | 发 散 . 车 令 二 Inp, , 则 有 
n=} 


i i DY 
22A 一 1 一 nl + 与 |， wa =In| 1 十 人 2 ] (k=1,2,3,.). 
记 ao 一 xz- 十 zz， 可 得 


加 (CO—1)*- 1 (—1)* (—1)*-! (—1)* 1!—1 
-ln|1+S3i + + | ml + 已 电 于 (k=1,2,3,), 
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an-1 一 0， am=n|: 二] (m=1,2,3,."). 
于 是 ,级 数 > a 收敛 . 注意 到 wu 一 0(k 一 oo) ,可 得 > wu 收敛 . 因此 , 原 无 穷 乘积 条 件 收敛 . 
boa (4 二)(- 直 (0- 吉 Jr 让)0- 坟 0- 让 JCY 让 
解 ”研究 无 穷 级 数 


m(1+ 元 ) 


+in(1 一 诗 )+in(1 一 育 )+m(1+ 契 )+in(1 一 序 )+m(1 一 译 )+m(1+ 育 )+… 
(1) 
的 收敛 性 问题 . 今 将 级 数 (1) 每 三 项 依次 加 括号 ,考虑 如 此 形成 的 新 级 数 : 


_ 1 I i 
> |m(+ 志 )+mll -元 二 )+n( 一 -FT ) |] (2) 
以 下 将 指出 (2) 发 散 , 从 而 ,(1) 也 发 散 , 因 此 , 原 无 穷 乘 积 发 散 . 现 将 (2) 的 通 项 记 成 


+in(1— (3) 


“= 人 (+ 大 )+m(1- - 趣 二 ) -元 让 ) 


则 有 


起) (地 二)( 局 生 ) 
1 1 1 ! 
1+ 万 )+ml1 V4z 一 1 TT i | 


) e+] 


1 V4n—1i+ V4z 于 1 V4nm 一 [十 Vantl | 1 
Vn wV1672 一 1 Vn vi6n—1 + 一 1 +t | 


1 2Wa+D( (1 一 玄 +A1+ 直 1 
Vn vim —1 | 

2(Vza 十 1) 1 一 起 +0 十 1 十 页 十 O 一 1 
L 万 | "(es 人 )] +o( 言 )| 
- 2Wa+D| 2+0(S) |-1 
-mn| 1 ol ) +o( 吉 )| 


1 4Vn 3 1 
一 ljn| 1 十 十 O1( 一 
| VW Viem—i VE 一 1 站 


1 1 
一 ln| 1 一 一 
| Vi6TCOVT6 二 1T 十 4n) 二 +o( 吉 ) 


3 了 工 | 
In| 1 证-+0( 训 )| -moto 
3 
VIGm 1 


由 于 2 - 太 坟 二 


1 
其 中 ,一 一 +0 (六 , 故 久 0, 且 当 才 充分 大 时 a,<0 


= rr De 言 收 策 , 故 2 发 散 , 因 此 2 一 壮 In(1+e ) 发 散 .于 是 , 原 天 
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穷 乘 积 发 散 . 
co (下) (14)( 二 (于) (1 二 )- 

解 记 
人 


若 记 Gr 一 1 十 ay ; 则 


1 
a a 67 Bu a Ge 
1 2 1 1 1 2 1 1 
一 一 二 一 一 十 一 二 一 二 一 十 …. 1 
5 + (去 )+ 十 +( )+ 十 (1) 


是 收 化 的 , 故 》' 4, 绝对 收 化 


Ci ) 注意 当 a<0 时 ,不 可 能 有 limg, 一 1, 故 》) g, 发 散 . 
"oe ma 一 了 
(六 ) 今 讨论 0<a1 时 的 情形 . 将 原 无 穷 乘积 写 为 


四 二 二 二 (3 芭 ( 芭 (区 (- 
0 


记 
=1 二 二 ,ps=1 一 十, ps =1— 1 二 由 ,ps=1 十 上 
pi 1? p: 2 ， ps Fe? P= 了 ， 力 5 4 如， 
ps 一 1 一 吝 ， pr 一 1 一 训 ; 如 一 1 十 言 ! 如 一 1+ 去 
又 记 
六 ,一 1 十 oz (n=1,2,3,."). 
为 研究 乘积 『] p; 的 收敛 性 ,考虑 通 项 的 表达 式 , 有 
n=1 
| 
(1 十 3 ” ， 
._ | 1 一 
a CE， 4& 十 2 或 xn 一 4 十 3， 
1 一 -一 sos 
Tak n= 二 4k 十 4 (二 0,1,2,…). 
为 考察 级 数 >) a; 的 收敛 性 ,可 看 级 数 
x=] 
~ 1 2 1 _ 
[pry Ty + CF ky | 2 人 
的 收敛 性 ,为 此 ， 估算 通 项 oa sy 有 
-1 _ 2 + 1 -1 1 -1 1 
% (1 二 34)" (D438) (3 二 36 | (1 十 34)” say | ez Ga | 
a _ a al(a 二 1) _ 
(3k 十 1 十 )o+1 (3k 十 2 十 0 )**1 [akTFITo To 0 Tt 2 )， 


其 中 0<6<1，0<2 < 天 1，0<0<1, 显 然 , 令 9 一 1 十 六 一 入 , 则 有 0 二 6<2, 且 0(1 十 一 人 = 二 人 BE (0,2). 因 而， 


aa 十 1)8 之 2a(a 十 1) 


0<w 一 [了 二 IT 二 00)sr5 入 [3 上 Te， 
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由 736 生 二 的 收 化 性 知 > ou 收 敏 , 故 2 ar 收 俩 .但 or 变 号 ,还 需 看 级 数 > or 昂昂 
下 一 】 k=1 n=1 n= 

1 _ 

TTF nn 三 4k 十 1， 


-4 1 
| C23) 


1 


7 一 4& 十 2 或 n= 二 4k 十 3， 


7 一 4& 十 4 (R 一 0，1,2，…)， 


(3 十 3A)2 
无 论 哪 种 情形 , 均 有 
1 1 
a (nl1,2,3,%). 
3 ,9 " 3 工人 
(rth) (Ft) 
因而 当 0<a< 方 时 ,由 上 述 左 侧 不 等 式 ,从 级 数 5 一 一 的 发 散 性 , 便 知 > a ?发散 ,从 而 ， 


人 


TI ， 此 时 发 散 . 因此 ，T[ w 也 发 散 . 当 十 <a<1 时 ,由 上 述 不 等 式 右 侧 部 分 ,从 级 数 


> + 


1 (三 a 十 过 ) 
即 知 :此 时 收 人 从 而 ,相应 地 Tz. 也 收敛 . 因此 ， To. 也 收敛 . 但 由 (1) 式 知 ( 当 广 <a<l 


时 ) > le | 发 散 , 故 当 志 <a<1 时 J & 条 件 收 全 
【3098】 证 明 : 尽 管 级 数 


(站 + 说 )+(- 启 )+( 褒 + 吝 )+( 育 )+… (1) 


(1+ 去 + 喜 )(1 玄 )(1+ 去 + 计 ) (1 一 去 )… (2) 


发 散 ,而 乘积 


收敛 
证 设 原 级 数 (1) 的 通 项 为 wu , 则 


-_l 1 一 。。 
xs 一 VE 二 Ti (k=1,2,3,.). 


令 oti 十 wn 一 FT 显然，》2 os 发 散 , 故 原 级 数 (1) 即 2， w 必然 发 
考虑 原 无 穷 乘积 (2) 所 对 应 的 级 数 >， vw, 一 》) In(1 十 ww), 则 其 通 项 w 一 0 (~>co), 且 
n=1 n=1 


1 1 
wi Int ) -In(1+ A tA ) ’ 


va =In(1+ un) =In(1— ) (k=1,2,.),， 


1 
Vk 十 1 
从 而 ， 

一 网 vo 一 上 -十 n -1 一 1 
Br = vor + vos In(1+ FT+ 十) +in(1 -RE ) nl TD 二) 
因此 ,级 数 2， 收敛 ,从 而 可 知 , 级 数 >，vw 收敛 , 故 原 无 穷 乘积 (2) 必 收敛. 


【3099】 证 明 :尽管 级 数 yo 和 》) & 一 者 发 散 , 而 乘积 《1 二 w ) 收 剑 , 其 中 
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VE 
~ 11, ,1,1 
二 十 二 十 一 一 ， =2k. 
VE Ek A 
证 考虑 a 一 azi-1 十 gz , 则 有 
-1.1 一 。 
[3 Ft kVE (k 1,2,3, ). 


由 于 > 元 夺 收敛 ， 而 > 一 发 散 , 即 知 正 项 级 数 yw 发 散 , 从 而 , 原 级 数 3 发 散 . 


k= 


i 二 a 1 十 oa 多 , 则 有 


1 
一 ( 土 ) 二 (证 十 车 十 让 十 记 :天 + 证 )- 二 二 二 站 十 三 计 + 太 二 +O(7 二 ) 


由 级 数 > - 记 必 煞 ， 而 级 数 > 地 发 散 , 即 知 正 项 级 数 5 6b: 发散, 从 而 , 原 级 数 3 地 发 散 


=1 


再 考虑 原 无 穷 乘 积 II (1 十 @,) 所 对 应 的 级 数 3 vw, ,其 中 通 项 ww 一 In(1 十 m) (z 一 1,2,3,…) ,考虑 
n=1 n=l 
cf =vo i 二 vo =—=inCl 二 as_1) 二 lIn(1 十 azx) 


=(1 一 让 )+m(1+ 示 + 雪 +EE)=ml 十 二 (1- 支 ) ]=In(1 一 去 ) 


于 是 ,级 数 > cx 收敛 . 注意 到 一 0Cn>oo0) ,从 而 ,级 数 >》) vw 收敛 . 因此 , 原 无 穷 乘积 《1 十 a ) 收 敛 . 


【3100】 设 gz) 一 > 二 ( 称 更 函数) 而 名 (n 一 1,2,…') 是 素数 数列 . 证明 , ]] (1- 去 ) =gz). 
n=1 n 


n=1 


证 设 zx>1. 首 先 , 有 
ly 1l 。 
(I) tt tet 
如 果 把 对 应 于 不 超过 正 整 数 N 的 所 有 素数 的 有 限 个 这 种 级 数 相 乘 起 来 , 则 部 分 乘积 就 等 于 


TT (1 一 去) 一 1 十 而 十 亢 十 …， 


六 
pa <N 
其 中 ,m2 ，… 是 整数 , 它 不 包含 超过 NN 的 素 因 子 , 显 然 1,2,… ,NN 这 种 整数 全 被 包含 在 ma ,mm ,… 之 中 .因此 ， 
ly 1_1l1_... 1 1 .> oo 
2- 了 HI( 去 ) | | 1 一 计 一 下 [<ats tobyt 0 (n>00), 


取 极 限 即 得 【T (1 一 去 ) 一 5 (zx>1). 


【31011 设 p(n 二 1,2,…) 是 素数 数列 ,证 明 : 乘 积 工 


(1 一 去) 和 级 数 > 十 发 散 ( 欧 拉 )， 
证 与 3100 题 的 处 理 方法 类 似 ,考虑 部 分 乘积 , 易 见 也 有 


工 发 散 , 故 I (1 一 二 ) “发散 , 且 具有 值 十 cc. 


由 于 当 N 一 十 co 时 ， 之 
由 上 述 可 知 , JT (1 一 去 ) 发 散 于 零 . 又 由 于 坟 -之 0, 它 始终 不 变 号 , 故 级 数 > 广发 散 . 


〖【3102】 设 ac,>0 (n=1,2,…)， 


和 2 一 1] 十 二 之 +o0( zr) (e>0) ,证 明 :a, 一 O* ( 产 ) 


证 “考虑 无 穷 乘积 I Pr, 其 中 pr 一 (1+ 地) 
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首先 可 证 J p, 是 收 伍 的 . 事实 上 ,考察 其 对 应 级 数 > ， lnp,, 通 项 为 


Inp, =In 十 pln(1+ 二 ) = 一 In +p| 2 +O( 去 ) | 


+ 


= 一 InQ+4)+ 记 +0( 方 )= 一 4 十 OAz) 十 二 +o( 点 )， 


这 里 A 二 之 二 +O( 元 =】 (e>>0) , 故 有 


ip 一 一 过 二 过 +Of 喜 )=0( 雯 ). 


但 > 十 收 收敛 , 故 > Inp。 收敛 ,从 而 , 原 无 穷 乘积 II 加 收 合 , 记 其 值 为 == II pa;: 则 ko 隆 0, 且 ko 为 一 


N 


有 限 正 数 ,再 研究 部 分 乘积 Py 二 a1 [] p,. 一 方面 ,Pv 一 a1h 之 0( 当 N 一 co 时 ); 另 一 方面 ,由 于 
条 ar 和 1 \? 
PN 一 al 攻守 (1+ 二 ) =enn [I (1+ 却 ) 9 


注意 ee B, 一 0 (去 ), 故 当 N 充 分 大 时 ,有 
) = 


bp Dm (1+ 去 )=2 忆 (二 +&)=z[nw+c+o( 方 + >28.] 


一 】 


= 儿 | mnN+c+B+o( 方 )]=a[nN+c+o( 方 ) ]， 
其 中 C 为 Euler 常数 ,C>0， > BB, 二 B 是 一 常数 ,而 


2 8.= > &+OC 和 广 )=B+O( 方 )， 


n= N+L 


Co 二 C+B 是 一 常数 . 于 是 了 


N 1 \? 1 
IT (+ 去) 一 oemN+co+oRN Np 。 Gv， 


其 中 Guw 一 ea 六 oo ec?>>0 (N 一 十 oo). 这 样 一 来 ,就 有 
~» p 
0<aiho = limPy= lim [二 (+ 二) | 
= lim[ayti Nr?Gnj= lim (awn N?) » limGn=e? lim (antiN?). 
~ Nm N=o0 Nro0 
上 述 式 子 中 的 各 个 极限 运算 是 允许 的 ,因为 Ps 及 Gw 的 极限 存在 , 且 Gw 的 极限 不 为 零 , 故 av+;N? 一 大 的 


极限 存在 . 因此 ,就 有 


lim (ant1 N? ) 一 2 ( 非 零 常 数 ). 


这 表明 a 与 去 ;为 同 级 无 穷 小 量 , 或 者 说 ,aw 与 TR 二 T; 为 同 级 无 穷 小 量 ,但 ZT; 与 南 同 级 , 故 最 后 


得 :an 与 对 ;是 同 级 无 穷 小 量 ,也 即 当 N 充分 大 时 ,有 aw 一 0" (去 ). 


"(2n—1) 1 
【3103】 利用 沃 利 斯 公式 证 明 ， TE 


、 Pon 2n (2n)11 2 1 _n 
证 沃 利 斯 公式 为 本 2n 1 nati 于, 即 lim| cr zi 2 ,或 


[和 | ~ 2 
(2n)11 一 元 (22 二 17 
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1。3。5…(2n 一 1) _1 
上 式 两 端 开 方 , 即 得 7。4。，6.…(27) Vm 


【3104】 证 明 ; 表 示 式 a, 一 开导 当 n>oo 时 有 异 于 零 的 极限 A. 
n 2 


由 此 推出 斯 特 林 公式 n1 二 An"e-"(1 十 e,) ,其 中 lime, 一 0 和 A= V 了 5 


十 江 
Qta) 
证 按 题 设 我 们 可 得 -一 一 一 所 一 一 . 下 证 不 等 式 : 
1 
e<(1+ 二 ) 人 el tT ， (1) 
2 4 
证 明了 这 一 点 , 即 可 知 a 过 a,, 从 而 , {au } 为 递减 数列 .事实 上 ,在 等 式 in 二 一 2z(1 十 瑟 十 所 十 …) 中 
1 加 
令 z 一 到 TIT' 即 得 
n+1_ 2 1 1 .,, 
mt tr | 
也 即 


(x+ 壮 )in(1+ 二 )=1+ 
上 式 右 端 显然 大 于 1, 但 小 于 


1F 1 1 _ 
1+ 寺 | 067 二 (2 二 1 + = 寺 


1 1 
3Cantiy + satiy 


1 
1l2n(n 二 + 1) 


因此 ,我 们 有 
1< (z+ 寺 )in(1+ 二 )<1+ 


由 此 , 取 指 数 ( 底 为 e), 即 得 (1) 式 : 


1 
12nCn 十 1)* 


ot) erm. 
由 上 述 不 等 式 , 即 可 推 知 、 
0<ai<a(n=1,2,…) 及 ane 而 之 qrie WorD. 
由 此 可 见 , 数 列 {a } 为 单调 递减 且 有 下 界 的 数列 ,因此 , 它 有 有 限 极 限 A; 而 数列 {uwe -二 } 为 单调 递增 且 有 
上 界 :ae 而 < 一 w<ai * 故 也 有 极限 , 由 于 e 雇 ->1(n 一 00), 攻 这 两 个 数列 有 同一 极限 A. 由 于 对 任何 的 mn， 
不 等 式 oue 记 之 A<a 成 立 , 故 在 0 与 1 之 间 存 在 这 样 的 9, 使 得 
A=ae -机 或 ww 一 Ae 杰 . 


nl 一 Apr+ 坦 erre 栅 (9g=9Cn); 0<9<1)， 或 则 一 At 二 el 二 se )， 
其 中 1lims, 一 0， 
现在 我 们 来 确定 常数 A ,将 沃 利 斯 公式 


x 一 1im 1 (2n)11 ] 
2 -272 十 1]L(22 一 1)11 


稍 加 变形 ,并 将 n! 的 表达 式 代 入 , 即 得 


Ti 1 /2m 
2 limz Fi ( 271 ) 


一 [2 二 


1 {2 } = 1 | 22nA2n2rtle-2ne 区 } 
C2n)! "2ntl\A } 


1 -2n.0 
。22nt 也 27+ 吝 @-27 ez 
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A’ 
=lim( 却 二 I A . 也 es) 一 分. 
由 此 得 4: =2r 或 4= V2r (4A>0). 

于 是 ,最 后 证 得 斯 特 林 公 式 为 


n1 一 Va( 蔚 ) e 本 (0<b<1). 


用 上 式 可 估计 很 大 的 nn 时 阶乘 n! 的 值 . 
〖3105】〗 根据 欧 拉 的 定义 醋 函 数 T(z) 由 下 面 的 公式 来 确定 : 


工 


nl 


Jr 十 1) (rtn)’ 
由 这 个 公式 出 发 :(1) 将 函数 T(z) 表示 为 无 穷 于 积 的 形状 ; C2) 证明。 r(x) 对 于 不 为 负 整 数 的 一 切实 数 z 恬 
有 意义 ;(3) 推 出 下 面 这 个 性 质 :T(x 十 1) 二 xT(x);(4) 对 于 正 整 数 n 求 T(n) 之 值 . 


r(x)= 


解 (1) 由 于 
ntin’ 一 1 
zz 十 1)…(z 十 ma) 工 (1+ 主 ) (+ 至 )…(1+ ) 
1 (+ 了 工 ) (+ 二 ) (+ 十) (+ 过) 1 
= (1+ 子 )(1+ 子 )…(1+ 三 ) (+ 二 ) 


故 得 ro) = IT 一 一 一 一 


TT mi 1 十 二 
n 


(2) 由 上 面 F(z) 写 成 无 穷 乘 积 的 过 程 ,得 知 + 关 一 n(n 二 0,1,2,…), 即 当 之 为 非 负 整数 时 T(x) 才 人 允许 
写成 上 述 形 式 . 另 一 方面 ,由 于 


(1+ 二 ) 
ps=—— la (n=1,2,.), 
1 十 让 
而 一 开光 二 十 00 十), 故 级 数 > m 绝对 收 仇 ,从 而 ,无 穷 乘积 
1 I 
~ (1+ 一 ) 
1 1 ( n 
工 休 = 工 末 ~ 
™ U 四 U 1 十 三 
n 
绝对 收 伍 ,也 即 T(x) 对 于 x 关 一 n(n 二 0,1,2,…) 的 一 切实 数 xz 甸 有 意义 . 
(3) 由 于 
nl nm! nl n” 
TCz+D TCD “(zn 十 1) lim (Zz 十 1).…… TD _， nt 
T(r) 1i nl n” 一 nl n” a riatl * 
mr "(ZXZ 十 nn) ZX(X 二 1)… (zx 十 n) 
故 T(z 十 1)= 二 xT(x). 
(4) 令 z==n 一 1, 即 得 TC) 二 Gx 一 DT 一 =n 一 Dn 一 Tn 一 2)=:…= (nn 一 1)1. 
【3106】 设 酒 数 f(x) 在 闭 区 间 [La,6j 上 可 以 积分 , 且 
6,.— 4, fa=fCatid) (i=1,2,.,n), 
、 . ” Peerar 
证 明 ;lim [| (+6, fa)=e . 
TY j=1 


证 令 y 一 了 [| +6,f;);, 则 
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Iny, = >» In(1+6, fa)= 之 [fi6, + O08:)]= 之 fw6,++O( 三 )， 


timiny =lim| > ss.+O( 二 ) 一 [ flx)dz, 
Lime no i=1 a 


即 limy, 二 lim (1 十 fn) = el, 证 毕 . 
me Mo j= 


fn-I 
[TI at+i) 
i=0 


了 
【31071 证 明 :lim 一 ,其 中 a>>0 和 65>0. 


证 记 := 之 , 则 :>0, 有 


"fi "fl "fl 
/Tce+az var /Ta+D Miarw 
S, = i=0 i=0 四 i=0 


La n—} nl » 
TOats)y 2a Tat 
Nn 70 n i=0 1 0 
注意 , 当 充分 大 时 ,可 算得 


nl 


ml 
一 :二 n 二 nn= 人 nm 
2 Qi 认 =n 二 12) i 十 了 ( 一 Dn 一 太 开 十 O(n). 


记 Q,=/ [cl+zD ,考虑 


_lo llti 15 1 Tin lt 
InQ, = 二 > ln(1 十 区 一 于 之 mn| 诗 芝 (1 二 ai) = 二 > In(1 二 a) 十 二 2 In 


l+nt 


1 nl 
=In(1 十 nD) 十 二 之 (1—A,), 


其 中 
A 1 0012 01), 
故 得 
InQ, =inCa0)+in(1+ 评 ) 十 二 > In(1—T i) 
=inCoO+O( 二 ) 一 过 > > (TE ) 


二 ln(nD)+O 


二 In(nt) 十 O 


=ln(nt)+O 


-一 一、 -一 -一 、 -一 、 
x | 一 
~ 
= | 一 


[zw +o | 
1 CS 1 
n ) 和 2 ETD (TH) 十 


ln(nt) 阿 ( 2 Hi) (7 ) +o( Linn) 


ES 
k=1 


=In(nt)— >) 二 (7 和 ) + 交 zi (TS ) +o( 工 mn) 
) 


k= 1 


nd te (1) + ) Di (TE) +o( 革 mn) 
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加 1 I++ 下 1 
=In(nt) +In T+ 5 (Ti ) 一 二 ;|+o(2 lnn ) 


一 ln(zti) 一 ln(1 十 zt Hin(1 7) 1+0O( 汪 Inn ) 


1 一 . 1 
=In(n) —In(1+nD) —In TF 1+O( 志 Inn) =In(n) —1+O( 二 Inn). 


于 是 ,Q, 一 至 elm ,因而 ,有 


NE OSI) 1 
S 一 Q， ee 2 eon 
” 上 e 1 \ 
六 xz+TOG) 二 n+OG) “1+0(=) 


最 后 得 jmsS, 一 一 二 lim 一 一 一 


ni 
* ) 原 题 实际 上 为 由 序列 {a 十 汉 } 的 几何 平均 与 算术 平均 之 比 的 极限 ,分 母 应 为 二 》) (a 十 认 ) ,而 


La 
不 是 》) (a 十 ib) ,这 样 改 更 确切 些 . 


人 


【3108] 设 记 (z)(2 一 1,2,…) 在 区 间 (a,2) 内 为 连续 函数 且 |ACz)1 委 co (2 一 1,2.…) ,其 中 级 数 
6 收 伍 证明: 函数 F(z)= [1 二/,(x)] 在 区 间 (a,b) 内 是 连续 的 . 


证 ( 1) 首先 证 明 上 述 乘积 对 任何 xE (a,b) 是 收 化 的 . 注意 级 数 Yc 收敛 , 故 co 一 0( 当 oo 时 )， 
因而 , 户 (z)-0( 当 nce 时 ), 故 存在 正 整数 No , 当 n 宇 No。 时 ,有 |f,(x)| 过 6, 此 处 6 可 事先 取 (0,1) 内 的 任 


一 实数 . 现在 只 要 研究 乘积 [] [1 十 f(x)j 的 收敛 性 即 可 ,或 改写 


I C+Az]= TT +g (x)]) (1) 


n= Notl k=1 


其 中 gi (7 一 fw.4(z) (二 1,2,…). 如 能 证 明 


G(Cz)= [| [i+gi (x)] (2) 
去 一 1 
F(x)=G(zx) [[ [i+ f(x)] (3) 


当然 是 收敛 的 而 且 是 连续 的 . 今 研 究 (2) 式 ,其 中 |g, (x) | 过 56, 因而 ,1 十 g, (x) 记 0 (n= 二 1,2,…). 现在 考察 乘 


积 对 应 的 另 一 级 数 > 7g,(z) ,显然 ,由 |g,(z)|<ess+, 而 了 cxo+ 收 仇 , 便 知 级 数 》g, (x) 绝对 收 化 


因此 , 原 无 穷 乘 积 (2)( 绝 对 ) 收 敛 . 
(Ci ) 再 证 G(xz) 的 连续 性 . 注意 当 xE (a,6) 时 G(x) 之 0, 故 可 考虑 它 的 对 数 函 数 L(x) 二 InG(x). 若 能 
证 得 L(x) 为 (a,6) 内 的 连续 函数 , 则 就 可 得 知 G(x) 也 在 (a,5) 内 连续 . 由 于 


L(z) 一 InG(z) 一 ln II [1+ g(x)]= y， In[1+g, Cr)] 


n=1 


9 办 一 1, 即 知 ; 当 充分 大 时 (na> N' ), 对 一 切 


以 及 |g, (zx) [Sev, rs 9 cvo+r 一 OCToco) ,再 注意 到 lim 
u—*0 

ZE(a,o) 氏 有 
|ln[Llt+g, (x) |<2|g, (x) | S20 N, 。 
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根据 Darn 的 收 伍 性 知 ,L(z) 为 一 在 区 间 (a, 信 内 一 致 收敛 的 连续 函数 项 级 数 之 和 , 因而 LC(7) 在 (4a,0) 
内 为 一 “连续 函数 . 从 而 ,G(x) 在 (a,b) 内 连续 . 因此 ,最 后 得 知 F(x) 在 (a,6) 内 连续 .证 毕 . 


[3109〗 求 函 数 F(x) 一 [ [1+f,(x)] 的 导数 之 表达 式 .FF ‘(zx) 存 在 的 充分 条 件 为 何 ? 
解 首先 假定 1 十 所 (x) 天 0 (4 二 x 二 61n 一 1,2,…). 如 果 在 区 间 (a.5) 内 的 任意 一 点 上, 均 有 
(f(x) 绝对 收 化, 也 即 


1j(zDI<Teoe (rEla,b)), (1) 


n=1 


那么 ,显然 无 穷 乘积 T[ [1 上 + 六 (z)] 在 (oa 已 内 (绝对 ) 收 伍 且 F(z) 天 0. 考虑 函数 


G(x)=ln| F(x)1|. (2) 
为 研究 取 F(x) 的 导数 的 计算 式 , 先 对 (2) 作 形式 求 导 ,有 
G' (n=E 或 F(A)=FCG Cr). (3) 
(x) 


今 再 研究 G(x) , 即 研究 形式 导数 


’ 


II re | =-{ 5S ma+CPco]1] 一 y， Clnll 十 六 (zl 


f(x) 
-> 1 ey (4) 
为 使 (4) 式 的 一 切 运 算 有 意义 ,我们 可 给 出 如 下 充分 条 件 , 广 (z) 可 导 , 且 


oo 


1 六 (z1 委 ee，>， ot (rE (a,b)). (5) 


n=1 


下 面 我 们 证 明 :在 条 件 (1)、(5) 之 下 ,F(zx) 在 (a,5b) 内 可 导 , 且 


, ey f(z) 
F(xr)=F(x) 
2 1l+ f(x) 


只 要 证 明 (6) 式 对 (a,5) 内 的 任 一 点 ze 成立. 设 zo€ (a,b) 已 取 定 . 取 ai,b 使 4a<al 过 zo<<h <<b. 首先 ,证 
明 级 数 


ceo= 人 mn 


> | 户 (z)1 (7) 
n=1 


在 (a ' 己 ) 内 一 致 收敛 ,注意 到 》) | (ze)| 的 收敛 性 ,为 此 又 只 要 证 明 级 数 


2) fi Cx)— flr) | (8) 
n=1 
在 (am ;61) 内 一 致 收敛 . 但 根据 (5) 式 ,有 : 当 XE l(a ,Di ) 时 ， 
[fi — fro) (= [fi 8 r) {Rb a (n=1,2,3,..), (9) 


其 中 xo 和 所 于 zx. 由 >) co 的 收敛 性 ,根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 级 数 (8) ,从 而 ,级 数 (7) 在 (oa ,6b) 内 一 至 
收敛 .于 是 , 必 有 正 整 数 N 存 在 ,使 当 > 六 时 ,对 一 切 xE (al ,6b1), 恒 同时 满足 下 面 两 个 不 等 式 : 


f(z) |< 去 ， (10) 
[ln[l+ f(x)j|<21f, (x)1, (11) 
由 (10) 式 与 (5) 式 又 知 ; 当 过 NN 时 ,对 一 切 xE (al,61), 有 
f a(x) 
| ITF fe |<2... (12) 


根据 (11) 式 与 (12) 式 ,注意 到 级 数 (7) 在 (qi, ) 内 的 一 致 收 化 性 知 ，3) In|1 十 f(z)1 与 》) ji 全 全 部 
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在 (Cai; 如 ) 内 一 至 收 化 .从 而 知 (人 ) 式 中 的 逐 项 求 导 是 允许 的 , 即 G(z) 在 (ai ,所 ) 内 可 导 , 且 (4) 式 成 立 . 由 (2) 


式 知 
| ECz)| 一 ec (13) 


由 (9) 式 得 : 当 al <z< 记 时 ， 
| PCz)1 委 (5 一 al yc 十 |PCzo)| 一 dc (n=1,2,3,..), 


而 > dd 收 伊 , 故 根据 3108 题 的 结果 可 知 ,F(z) 在 (ai ,61) 内 连续 .但 前 面 已 述 F(x) 隆 0, 故 在 (a,b ) 内 或 
是 F(x) 恒 大 于 零 ， 这 时 (13) 式 为 
F(x)=e®? (a<x<b); (14) 


或 是 F(z) 恒 小 于 零 ,这 时 (13) 式 为 
F(z) 一 一 ee (a<zr<b). (15) 


在 (14) 式 成 立 的 情形 ,由 G(z) 在 (ai ,61) 内 可 导 知 ,F(zx) 在 (Cal,b1) 内 可 导 , 且 [注意 到 (4) 式 ] 


了 了 站 f(z) 
F’'(r)=e G(x)= F(x) ; 
2 1 二 + f(x) 


在 (15) 式 成 立 的 情形 下 ,由 GCx) 在 lai ,6) 内 可 导 知 ,F(x) 在 (u,b ) 内 可 导 , 且 [注意 到 (4) 式 ] 


六 > 7 — f(x) 
F(x)=—e G(r)= F(x) 一 二 一， 
之 1 十 广 (z) 


在 (qa,b) 内 (6) 式 必 成 立 . 特别 在 点 xo 成 立 . 
总 之 ,在 条 件 (1) 和 条 件 (5) 之 下 ,再 假定 1 十 f(x) 关 0 (a 过 x 之 6b, nn 一 1,2,3,…) 即 可 推出 在 (a,5) 内 
F ‘(zx) 存 在 且 公 式 (6) 成 立 . 


Z(Z 十 1)…(z 十 2) 
【3110】 证 明 : 若 0<xz<y， , 则 limyCyFTeCOT 一 


证 记 记 = (n=1,2,3,…). 显 然 ,0<p<1. 由 题 意 ,现在 要 证 无 穷 乘积 二 了 p, 发 散 到 零 .天 


Hz ] 


为 部 分 乘积 IT Pp: 是 正 的 且 递 减 , 故 只 要 证 明 它 是 发 散 的 就 行 了 . 为 此 先 估计 一 下 p= 二 1 十 a , 则 有 
1 十 元 工 yy ! x y 1 
a =p.—l -1 (1+ 兰 )(1+ 郑 ) 一 1 Qt 六) +O( 韦 ) | 1 
| 所 +o( 产 )|-: r0( 产 )， 
故 当 ，” 适 当 大 时 ,o 保持 定 号 . 但 由 > Da, 2 一 他 发 散 , 即 知 > 发 散 . 因此 , 原 无 穷 乘积 发 
散 , 即 它 发 散 到 零 .于 是 ,有 


Z(CZ 十 1)…(z 十 四 rr Tr rik_r 加 
lmyoyTt Dy rn) lmy ll > ky iP 
证 毕 . 
3 10.。 斯 特 林 公式 
斯 特 林 公 式 
9 
2 = Vilmn'e "Tl (0<0,<1), 
可 用 来 计算 当 值 n 其 大 时 的 1. 


利用 斯 特 林 公式 ,近似 地 计算 : 
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〖【3111]】 lg100!. 


解 lg1001 一 lg{ V2 160 .100erimerea } 
1 


一 157. 9691 十 0. 00040， 


(lg2 十 lgx 十 lg100) 十 100lg100 一 100lge 十 1205 jlge 


2 
一 到 (0. 3010 十 0. 4971 十 2) 十 200 一 100。0. 4343 十 0. 00040 


其 中 0<0<1， 
E3112]” 1*+3*.5..1999., 
9] 
解 1.3.5.…1999 一 20001! __V2r: 2000 »。2000*° e ?0 e21000 
21% 。10001 000 1000 -1000 .2 
21000 V2r。1000。1000 ee e12000 
-一 1 人 。 102866 
一 7. 09 » 10% emt 27. 09 。 10% (1 十 17000 )， 
其 中 |16|<1 (0<0 <1，0<% < 天 1). 
1。3。5…99 
【3113〗 5 686105， 
人 1 
1。3。6…99 1001 /2Tf 。100 。100100 e 一 100 e1265 0 
解 2。4。 6.%100 ”20100501)5 一 于 有 二 0,.0798e300 


21% 。100r 。50100 er 10° est 


~0.0798(1+555)， 


其 中 10| 二 1 (0<0<1,0<0 <1). 
F3114Y Cie. 


9 
100! W200f *« 1001% @—10 er265 


二 10* 。1. 378e 束 


0 一 
解 100 401 . 601 62 


3 


Van 40 Vin 60 « 605 。4040e 1 e306* 726 


10% .1.378(1+>C )， 


288 
其 中 16|1<1 (0<b <1,0<2 <1,0<b<1)， 
1001 
[L3115] 区 7 301501 
8 
1001! 加 WwW2r。100 。 100lee-io eT205 


9 9 


解 
201 1 1 如 
! 301 50! V2 mn 220. 30 50 » 207 .30% 。 5050 @~ 100 eztd + Wo + 05 


一 1n042 。 高 和 1niz 。 0. 
1042 。4. 792 e 高 “10 4.792 (1+1%5); 


其 中 19| 过 1 (0<0, 过 1,0<% <1,0<< 负 <<1,0<<0 <]1)， 


1 
[3116] | (1— x?) dz. 
0 


(C100)1!1 2% 。(501)2 


8 
2190 。100r 。 50100 e 一 109 e3o0 


1 互 
_ vv2y50 一 |: 101 一 
解 [ (1—x’) dr [ cos'"! tdt (io 1011 


日 
一 JOVx 。 栅 一 0. 1241e 疝 <0. 1241 (+5 让 


e 
101V2 
其 中 19| 过 1 (0<0 <1,0< 六 < 天 1). 


2x 
【31173 | sin2o0 xdz. 
0 
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bo 
101 V2x * 100 » 100100e 1 e200 


解 题 思路 先 将 [0,2] 分 成 [0, 于 ] [了 委 ,],[x， 训 "及 [下 ,2x] 四 个 于 区 间 , 然 后 对 在 这 些 子 区 间 上 


的 定 积分 ,分 别 作 代 换 z 一 1，z 一 了 十， xz 一 1 十 x 及 Zz 二 深 十 4， 易 得 


2r 到 
.9 2 » 
| sin200 xdz=4 | sin200 zdz. 
DO 0 


最 后 ,利用 2281 题 的 结果 及 斯 特 林 公式 ,可 得 原 式 近 似 等 于 0.355 (1 十 695 ) ,其 中 19| 天 1. 


解 先 阁 | 分 成 .让 下 及 |。 四 部 分 ,然后 分 别 作 代 换 z 6 < 一 合生， xz 一 寺 r, 及 xz 一 十 于， 


Nla 


再 利用 结果 二 sinvtdi = | cosrtdt， 易 得 
0 [9 
2x 至 . 
| sin200 zdz 一 人 4 | sin200 xdx， 
0 0 


利用 2281 题 的 结果 及 斯 特 林 公 式 , 最 后 得 


全 
| sin2o0 xdx 一 4 (199)1! x 2001 。 27 二 红 Vir * 200 。200200e 一 200 e240 
1 200 2 
00 2 2 000D 2200 。2007x * 100?0e@-200 ei 
页 b 
一 0. 355et 0. 355 (1+ #05), 


其 中 19| 过 1 (0<0 过 1,0<<9% 过 1). 
【3118】 推出 乘积 (2n 一 1)!1! 二 1].，3。5 5 (2m 的 产 近 公式 


2n@ 
2 一 W2r。27(277) eh =V2 (2n)" e+ 
的 2” V2nnn’e ”el25 
其 中 10|<1 (0<2<1,0<% 一 1). 
【31193 若 ” 甚 大 ,近似 地 计算 C3,， 


2n ， 


解 〈2n 一 1)11! 一 


_ 21(2n 一 1)…(2n 一 mn 十 1) (2!_ V2rx* 2n(2n)”"e eh 22 2 
解 C2, == 1!_Y 2 
nl! (n!1) /nn 


2rnn”"e” me 


其 中 18| 过 1 (0<8 <1,0<% 过 1). 
【3120】 利用 斯 特 林 公式 求 下 列 极限 : 


(limeyiT lim Te Wlim oo (4)lim Ina! 
no ~ fn! "~ fon—1)11 ~ lnn” 
0. 
解 C1) limVn! = lim jw /om Me te |=—1. 
n 一 ]i € 一 
slim—— 一 e. 


一 7 1 -ee 2 一 全 0 
” T/A ne le "V2nn en 


(3) 利 用 3118 题 的 结果 即 得 lim 一 lim 一 全 . 
V i 的 2ne-! em 2 


1 二 (ln2 二 Inx+lnoD 十 nm 一 n+ 刘 
nn! 12n 


C4) lm 一 im 二 1, 
wlnn” so nlnn 
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S$ 11. 用 多 项 式 逼 近 连 续 函 数 


1” 拉 格 朗 日 插值 公式 ” 拉 格 朗 日 多 项 式 
PCz) > 2 ee Ti TX) (Xx, ) 


Xi— Xo0) 一 Ti-1)CTi 一 Ti~ 1 (Ti 一 .rn 


具有 性 质 PKz) 一 放 (一 0,1，…70. 
2” 伯 恩 斯 坦 多 项 式 ” 若 F(z) 是 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 , 则 伯 思 斯 坦 多 项 式 
B, (x)= > /去 Cri — xr)" 
当 xco 时 在 闭 区 间 [0,1] 上 一 致 收敛 于 函数 f(x). 
【3121】 求 在 给 定点 按 下 表 取 值 的 最 低 次 的 nn 次 多 项 式 P, (x): 


> 


P,( 一 1),P, (1),，P, (6) 近 似 地 等 于 什么 ? 
解 z= 二 一 2, x1 二 0, zs 二 4, x 二 5; 


y=5, yi 1 ,yz 3, 3 1. 
P, (x)= (ZX— Xr rz ) (rr) (XI— ro (rr) (xr— Xx) 
3 (zxzo 一 II)(Czo 一 ra)(Cro rs) (Ck x3)™! 
| (XX) (rr) (rx) 十 (X— xo) (xo— Xx) (rr) 
(ra xro) (ra xi) (rar) (rero) (rr) (rs — ta) 
以 (zi ,yi)(i 一 0,1,2,3) 代 入 上 式 , 化 简 即 得 
55 1 ， 5 ， 55 1 5 
P;(7x)=1 217 一 147 iar. P;( 1D=1+37 14 12~3. 43， 
55 1 5 1 180 
P;(1)=1 柯 去 十 字符 1.57， P; (6) 一 1] 一 一 一 一 节 十 2 8， 43. 


【3122】 写 出 经 过 三 点 :ACzo 一 hy 1),，B(xo ,yo)，Clxro 十 h,y1) 的 抛物 线 方程 y= 二 ax? 十 bx 十 c. 
解 将 三 点 的 坐标 代入 拉 格 朗 日 插值 公式 , 即 得 


_ 二 Xo) (Xx—xo—h) 十 (XxX— zoth) (zo ro —h) 
了 Tm) jr rth YY ! ro Cr nr Cr Th) 
十 (x— xoth) (zx.ro) 


[Oro Th) — (Cro —h) Cr +h) — zo > 


二 yo 十 汪 一 yr zo) 十 2 一 2 ty 


2h 2h° 


xo )2 


【3123] 利用 数值 To=1, yo =1; Xi=25, JI1 55-zz 一 100,y 10, 推 出 开平 方 根 :y 一 Vr (1 委 x 魏 
100) 的 近似 公式 . 
解 y 一 Vz 的 近似 公式 可 由 拉 格 朗 日 插值 公式 求 出 ， 


(Zr 一 25)(z 一 100) (Z 一 1)(z 一 100) (Zz 一 1)( 并 一 25) 
7 全 (一 2) (一 99) “lt ot) “St 99 75 10 


一 0. 808 十 0. 193z 一 0. 00101x7. 


例如 ， 


一 4， yz1.564 (应 为 2); Xx 一 9， yx“2.463 (应 为 3); 
ZX 二 16，y 之 3. 637 (应 为 4); Z 一 36， ysz6. 447 (应 为 6); 
由 此 看 来 ,误差 还 较 大 . 
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[3124】 利用 数值 sin0" 王 0， sin30" 一 本 ， sin90" 一 1, 推 出 如 下 形式 的 近似 公式 : 


sinr Sar+br (0 妇 z 委 90). 
利用 这 个 公式 ,近似 地 求 :sin20"，sin40” ，sin80 . 
解 将 zx=30， sin30" 一 本 一 90，sin90" 二 1 代入 近似 公式 sinze<car 十 bz, 即 得 联 立方 程 组 
1 
{2 


90a 十 7290005 二 1. 


由 此 近似 公式 ,可 得 
sin20"20.341,， sin40?<“0.645， sin80" 人 0. 994， 


这 与 查 表 ( 四 位 数学 用 表 ) 所 得 的 
sin20" 一 0.3420， sin40" 一 0. 6428， sin80" 一 0. 9848， 


近似 . 
【3125】 取 点 zx 一 0, 土方 , 士 1 为 拉 格 朗 日 多 项 式 的 插值 节点 ,对 函数 f(x) 一 1z| 作 出 在 闭 区 间 
[一 1,.1] 上 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
解 以 过 一 0, 士 方 , 士 1, yi 一 0, 广 ,1 代入 拉 格 朗 日 插值 公式 , 即 得 


2 
(zx 一 广 ) (xz 一 1， 1 (z+) DD 1 
P(mD 一 一 Tv St 3/ TY 2 

全 EYE 可 

2Z(Z 一 1) (x 一 闻 ) z(x 二 1) (zx? 一 一 ) 
| 1 3 “1+ 3 四 

(一 D 人 3 )( > ) (一 2) 1 本“ 王 "2 

瑟 (7 一 4z2) (|x|<D), 
此 即 所 求 的 多 项 式 . 


[3126】 以 拉 格 朗 日 多 项 式 代 换 函 数 >(z) ,近似 地 计算 | y(z)dz, 其 中 


解 ,DAC-0.5)(z 一 DCz-1.5)Cz-2) 。 5 xz 一 1)(Czr 一 1.5)(zr 一 2) 
> (一 0.5)( 二 1)( 二 1.5)( 二 2) 0.5。( 一 0.5)。( 一 1) 。( 一 1.5) 


(CZ 一 0.5)(Cz 一 1.5)(Cz 一 2) 。 3 十 ZCZ 一 0.5)(Z 一 1)Cz 一 2 。2 5 


t 1。0.5( 一 0.5)。( 一 ]) 1.5"。1。0.5。( 一 0.5) 


(GZ 一 0.5)(Cz 一 1)(x 一 1.5) 
2。1.5。1。0.5 


一 (如 一 下 人 二 2 一 5 二 5) 十 (一 12x 十 54 了 2 一 78xz2 十 36z) 


十 。 5 


20 ， 70 ，70 ， 20 
二 (12 一 48 习 十 57 妇 一 18z) 十 (一 全 局 十 与 了 一 全 妇 十 全 
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10 27.5 
+ (3 10z 十 3 x? 2. 5zx) 
一 条 中 一 6 十 村 z 十 5. 
于 是 ， 
2 2 2 2 2 22 1 
[ y(Cr)dzrs [ (人 一 6 十 条 zt 十 5)dz ( 3 7X1 一 2z’ 十 3 zr +5x) ,一 本 7 可、 
【3127】 对 于 函数 rz,zz ,zs , 试 在 闭 区 间 [0,1] 上 作出 伯 因 斯坦 多 项 式 B, (x). 
解 ” 对 于 函数 F(z)=z, 其 伯 恩 斯 坦 多 项 式 B, (x) 为 
n n—l1 
B, (x)= >» 和 CixeG Xx) * ED Cz) l=r[rt+ (lx) =x; 
中 一 吕 =0 
对 于 函数 f(x) 二 x ,其 伯 恩 斯 坦 多 项 式 为 
SR 
B, (zx) 之 Cr" (1—z) 
1 22 3? 
一 二 CIz(1 一 ZI 十 扫 CEz2(1 一 Z 十 二 Coz (1 一 x)" ?十 …… 
n? n n 
112 2 
二 人 ir 一) 十 三 Cz 
n n 
=L—a)" Dd) D+ 
n n n 21 


十 2 一 1 (nO—1)! 


本 了 一 上 — n 
加 Cana (1 一 zx) 二 xz 


= 本 (G- 十 CL_ rz)"! 十 过 (Ci FC Dr 2)"? 
十 二 (C? tO DAA" tC +1) (1 一 站) 十 mm 


一 ca x) 十 二 C3 x (1— x)"? + Clr -| 


和 m2 
一 >) (人 和 (1 一 x)" 一 一 zz 一 zy Ce srl— rx)" 4 
=0 k=0 
Li 
n n 


对 于 函数 f(z) 二 xi ,其 伯 恩 斯 坦 多 项 式 为 
a 
B, (x)= 之 Cl 


2 


, 
= 1 一 "十 入 Ci 一 2? 十 … 十 


一 工 一 


_ 2 
fr! (1 一 z) 十 mr 


2 2 
= 羔 (C-， 二 CD)xQ 一 x"! 十 入 (Ch. C2 rr) 十 


_ 2 
Un 一 z) 十 大 


nz 
2 2 2 
[| 
™ 2 _ _ 
一 >， 每 Ctzre( 一 站 于 一 CE 一 DO 一 2 Dn D707) 
ln nt 
| Gd 一] 
n—2 n—2 n—2 n—2T 之 n—2 n—2 芭 
x) Dam2) 1 C4 k a 
x 十 辣 7 (1 z)| 一 5 2 Cx (lz) k-2 
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m2 


十 >» Ct sr (1— zr)" ?| 
丰 二 人 0 


(1 一 z) _ (nl)(n—2)x(1—x)T 7 2 
Xz! 十 生 7 二 7 ;Do 3T* (1— x)” +1| 


区 5 
n 722 


yyCLI 一 >) (nl1)(n 2)x(l 2( 六 +1) 
n—2 


1 2、， 3 1 、， 

(= 到) 人 二 zx 十 二 (1 - )z + 二 

【3128】 对 于 在 闭 区 间 [a,6] 上 的 已 知 函 数 f(x), 写 出 伯 恩 斯 坦 多 项 式 B, (zx) 的 公式 ， 
解 令 4 十 (5 一 a)y 二 x, 则 当 0 志 y 志 1 时 < 委 z 委 2, 此 时 


= 1 ys, fl)= fat a)y), 


故 f(z) 在 La,5] 上 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 为 
BC)= Df (attb—a) 


CT a)t(b— zr)" 
全)C (b—a)” “ 


= 


[3129】 在 闭 区 间 [一 1,1] 上 用 从 恩 斯 坦 多 项 式 B, (x) 双 近 范 数 f(x) 二 上 上 +. 作出 函数 y 
和 > 一 B,(z) 的 图 像 . 
解 ”利用 3128 题 的 结果 , 易 得 
Bi(z)= > 7 一 1 二 全)C +h Ie 


4 
0 ZX) |]，, Ci EL 


-|- 站 


(1—z)(l+zx)’ 十 调 (1 十 2 


函数 一 | 三 和 y 一 B,Cz) 的 图 像 如 图 5.9 所 示 . 图 5.9 
注 > 一 B (四 一 言 (1 一 妆 (1 二 zs 十 于 (1 十 z; 当 Z 一 一 1 时 为 0; 当 Xx 二 1 时 为 1; 当 一 一 0 时 为 药 : 


双人 2 如, 当 x 一 一 1 时 ,yy 一 01 当 ZzE( 一 1,D) 时 ,yy 之 0, 帮 图 像 上 天 


at 


【3130】 在 一 1 科 z 委 1 内 用 偶数 次 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 副 近 函 数 f(x)= |z|. 
解 ” 利 用 3128 题 的 结果 , 即 得 


也 (CT) > 人 CC (Zz 十 1)* | k 
a Ch zt) Crt1) (1— zm tt) 
“7 三 ntl 
— nn Wd 四 a gn 国 
(3 i (| 
= (二 二 ) > 4 “+ (4) | 之 kc st (1) | 
=( 二 三) > kcw: (rs) 十 > k + (itz) | 


由 于 


一 十 wz 十 二 | | 
Ch tC 0% 1 tngF nhTa) .nth) | 2C", 
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故 C5 * 二 Cai*. 因 此 ,可 得 
2 如 天 
Bu(mD 一 二 (一 ) AC3， ‘| (这 = ) + (二 ) 外 


【3131】 ee 有 旧 多 项 式 B, (xX). 


Sn y 《均一 Q)7 (pz)! 
解 了 ,Cr) 一 之 e G 
ee Hd nba 和 

一 一 一 TT 1(4, "了 二 a) (6— ) 了” 

ay 之 e C(xr—a)’ pox) 0 =[e Xx—a zx)] 
mw| ra 2 |- “| a Xr—a tee 
一 [: patoal el Dat oa 

|1 Fe DE | 

b—a 


【3132】 在 闭 区 间 一 到 2 7 上 ， ,对 于 函数 f(r) 二 cosx 计算 多 项 式 B, (x). 
解 ” 我 们 有 


cosz 一 了 (er 二 e 7 ), (1) 


利用 3131 题 的 结果 (在 其 中 令 a= 一 好, 王子 并 分 别 令 k=i 和 k= 一 让 ,得 e* 在 [一 万 ,万 ] 的 伯 因 斯坦 多 


项 式 Bi” (zx) 与 e。“ 在 [一 孔 , 子 ] 的 伯 轧 斯坦 多 项 式 BJ2 (x) 分 别 为 : 


, I 十 革 、 + 十 开 、]* 
sce site — )| ， ed ie 2 2 )| . 


bs 
于 是 ， 
BV (z) 一 e 到 { 喇 | e+ 一 于 ) (三 十 序 ) 
” nT 2 
四 XR . . TX/x 1 " T 27 区 
一 ee | cos on i sin 过 十 ?isin 亚 人 元 十 2 )] (cos on ti Sin 起 ) 
同 理 可 得 B22? (x) 一 (cos 下 一 i 入 sin 下 ) 
2n nT 2n 


于 是 ,根据 (1) 式 , 即 知 cosz[ 一 于 ,到 ] 上 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 已, (z) 为 : 


1 C1) (C2)n _1 . 2x . ” 2 册 
B,(z)= FLB, (rT)+ BY "(xr)] 2 | (eos 区 十 i sin 二) + (cos 盏 一 i 之 sin 到) 上 
应 当 指 出 ,我 们 也 可 不 利用 (1) 式 以 及 3131 题 的 结果 ,而 利用 3128 题 的 结果 直接 写 出 cosx 在 [一 六 ， 


到 ] 上 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 B,(z) : 


x 
BC 一 cos 人 hx) * 到 ) (3 +) 加 sin 0 rt ary Cn 27)" 


kD k=0 
这 是 B, (x) 的 另 一 表示 式 . 
[3133] 证 明 : 在 财 区 间 [ 一 1,1] 上 1zl 一 limP,(z) ,其 中 


2 了 。3.… 《21 一 
忆 (一 1 一 2 一 六 于 (一刀 )。 


2 所 -4…(21) 
证 |x|== Vx 二 Vi 一 1 ,其 中 1=1 一 xz*. 
我 们 知道 ,函数 1 一 : 按 寡 级 数 展开 有 
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-了 工 ( 寺 一 1)…( 工 一 十 1 
VIT-1+ 于 (0+ > 2 (2 ~ (一 0 


ce (一 1)( 一 3)…( 一 2 十 3) 本 
1 j++ 2) A (—1)" 


tf C1.* 3.…(2n—3) 2 
I+ a Dt 


n=2 


t (2n—3)1l, (0 (1) 
1 一 了 > Ca (—1<t<1). 


当 4= 土 1 时 ,上 式 右 喘 级 数 为 


(2n— 21, 
Cm ( 士 1) 2 


由 于 


limn (Te 1) = limn (309 1) ->1, 


让 证 ne 


故 由 拉 比 判别 法 可 知 级 数 3 |a, | 收敛 ,从 而 ,级 数 > an 收敛 . 因此 ,由 帘 级 数 的 阿 贝尔 定理 知 , (1) 式 当 
1 二 土 1 时 也 成 立 , 即 有 


一 11 
Vi7 一 1 一 目 > 各 ”1D. (2) 
于 是 ,将 1 二 1 一 zx* 代入 , 即 得 
一 并 < 一 3)11 
lx|=1 二 Cl A) limP(r) (1<r<l). (3) 
全 11 mn 


证 毕 . 

注 ”由 笑 级 数 的 性 质 知 ,(2) 式 右 端 的 级 数 在 0 所 1 所 1 上 一 致 收 仇 (实际 在 一 1 委 ! 委 1] 上 也 一 致 收效 ) 
故 (3) 式 中 的 级 数 在 一 1] 魏 z 魏 1] 上 一 致 收敛 .因此 ,我 们 实际 证 明了 更 强 的 结论 : 当 Ar>ce 时 已 (z) 在 一 1 和 安 7 
人 1 上 一 致 趋 于 |xz|. 

【3134】 设 F(z) 是 对 于 一 r 委 zx 委 x 的 连续 函数 ,而 a,,b,(n 二 0,1,2,…) 是 它 的 健 里 叶 系 数 . 证 明 ; 费 
耶 尔 三 角 多 项 式 


nl . 
oz 一 全 十 之 (1 一 二 ) (Caicosiz tbsiniz) 


在 区 间 ( 一 xx) 上 一 致 收敛 于 函数 f(x). 

证 首先 指出 ,本 题 结论 有 误 ,在 所 设 条 件 下 ,只 能 断定 :对 任何 7>0,o(z) 在 [一 xz 十 加 x 一 四 上 一 致 收 
伍 于 F(z) ,而 一 般 推 不 出 mc (Cz) 在 (一 r,r) 上 一 致 收 伍 于 /zz). 但 若 再 假定 疙 一 m = Fn) : 则 能 推出 om (zy) 
在 [一 x,xj 上 一 致 收 合 于 f(x). 

今 证 于 下 . 首先 ,以 Fz) 在 一 rzr 魏 z<r 上 的 函数 值 为 基础 按 27 为 周期 将 函数 f(z) 延 拓 到 整个 (一 oo 
十 ceo) 上 , 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 /(x) (注意 , 若 原 来 一 站 天 Fr), 则 延 拓 后 的 函数 在 x 二 x 的 函数 值 不 等 
于 原来 的 函数 值 f(x). 但 一 个 点 的 函数 值 对 于 下 面 各 积分 之 值 毫 无 影响 ). 用 S, (x) 表 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 
的 部 分 和 , 则 


S, (xz) 一 党 十 > (am COsmz+ b,, sinmz) = 二 flu) [ 诗 + Deosmlu x) | du, 
将 个 等 式 


2sin 六 cosmv 一 sin (mw 十 喜 )v 一 sin(m 一 方 )v (m= 1,2,°. ,7) 


1 n sin(2n 十 1) 六 
相 加 得 亏 十 >， cosmz 一 ,从 而 ( 作 代 换 4 一 工 一 门 ， 
ml 2sin 地 
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一 . 1 
sin(2n+ 1) 3 ] fe sin(z 十 元) 
du 二 | f(xrttt) 
于 一 并 开 .一 rr i 


2sin To 2sin pa 


dr. 


Si,(0) = 上 fn) 
开 一 不 


由 于 周期 为 2x 的 函数 FCw) 在 长 为 2x 的 闭 区 间 [4,4 十 2x] 上 的 积分 “FCw) du 与 无 关 , 故 上 式 右 端的 
积分 | ”可 换 为 | .由 此 ,再 将 | 表 为 | 二 | ,并 在 | 中 作 代 换 /= 一 :, 即 得 表达 式 
1 
sin n 十 二 
SCoO= 二 | ororpe or 


2sin - 


2 


1 mn 1 
显然 0.(7) 一 二 之 SeCzr) , 故 


Ssin(£+ 1 ): 


“n= 二 | [feztdtf ez-D] i di 
NN x 2sin 二 
2 
由 于 
m1 La 
2si 序 之 sin (4 十 志 ) 一 之 [coskt— cos(k++1)t]=1— cosnt= 2sinm 光 ， 
故 
.A 
1 四 sin st 2 
.=| Lrtotfe-D]( - 和 dt. (1) 
sin -了 
特别 在 (1) 式 中 , 令 f(x) 三 1, 则 显然 这 时 S, (zx) 三 1, 从 而 o, (x) 三 1, 因 此 得 下 面 的 等 式 : 
sin ZL, 2 
-去 上 2 ) di. (2) 
nnyJo - 
sin 
(1) 式 减 去 (2) 式 乘 f(x) ,得 
nn 
1 四 sm 了 2 
on) fn = | Lez+o- /nto fc) ) di. (3) 
° sin 了 
由 (3) 式 证 明 下 述 两 个 结论 : 


(ij) 对 任何 7 之 0,0n (XT) 在 一 x 十 y 和 7 人 x 一 9 上 一 致 收 伍 于 flx). 
(ii ) 若 更 设 六 一 四 三 jx 则 oz) 在 一 zx 委 z 委 xz 上 一 致 收敛 于 f(z). 
先 证 ( i). 设 已 给 7>0. 显 然 ,f(z) 在 (一 2, 十 co) 上 有 界 , 故 存在 常数 NM>>0, 使 
[fDiI<M (oo<r<+o). 
注意 , 延 拓 后 的 函数 在 点 + 二 x, x 二 一 x 可 能 不 连续 ,( 可 能 有 第 一 类 不 连续 点 ), 但 在 一 r<<z<rx 上 肯定 是 连续 


的 ,因此 ,在 [一 x 十 名," 一 也 J 上 必 一 致 连续 . 于 是 ,对 任 给 的 s>0, 必 有 8>0 存在 ,使 对 于 闭 区 间 [一 xz 十 也 ， 


x 一 如 ] 上 任何 两 点 六 ， 忆 ,只 要 | 世 一 砂 |<8, 就 有 (rz) 一 xz)1< 生 . 令 r 一 min{8, 姓 } .根据 (3) 式 ,有 


1 fr sin 3t 2 
DDE) Lto— fn +f An ) dt 
° sin 
2 
1 fr sin Zt 2 
+ | Urtotfe-D 26) 一 ) dt 
Sm 7 
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一 六 十 了 《4) 


显然 , 当 0<cSr, 一 xz 二 KxzSx 一 7 时 ,有 x+tE[ 一 z 十 可 地],z 一 ET 一 x 亏 ], 从 而 ， 


|f Cr+ — fr) < 元， [f(r—D)— f(r) < 地 


因此 (再 注意 到 (2) 式 ), 当 一 x 十 7 所 7 入 x 一 7 时 ,有 


sin 1 : sin ,2 
11 I<a | EUer+n PE |] du< 三 工 | 2_ ) di 一 全 
1 21j ” " .ti 2 nnxJo .i 2 
SIN 一 Stn 一 
2 2 
(5) 
. n 
St 2 1 
务 一 方面 当 r<x<x 时 ,有 |( 2 ) < .于 是 , 当 一 J 二 x 二 十 二 时 ,有 
Sin 到 sin2 二 
2 2 
II 过 .一 [ 4Mdi< -2 (6) 
2nx .2 TJ .2 工 
SI nsin 一 
2 
由 (4)、(5)、(6) 诸 式 可 知 : 当 一 xzr 十 YSxz 魏 r 一 ?7 时 ,有 
lo Cz) 一 Foz1 < 2 十 一 2M (一 1,2,…). 
jsin2 一 
2 
‘1M 
ev-| 二 [ELE 切 zE[ ub j' 恒 有 |o,(x) 一 了 (zx)|<< 广 十 和 一 e. 由 此 
ESID ~ 


2 
可 知 ,os() 在 [一 x 十 x 一 旋 上 一 致 收 敏 于 f(x). 

再 证 (ii ) ,车 原来 给 定 的 [一 x,x] 上 的 连续 函数 f(z) 满足 帮 GO 一 xz) 一 Fr) , 则 前 述 延 拓 出 去 后 的 函数 
COz) 是 整个 (一 党 ,十 cc) 上 的 连续 函数 . 因此 ,在 [一 2x,2xj 上 必 一 致 连续 .于 是 ,对 于 任 给 的 e 记 >0, 必 有 
rt 之 0 存在 (可 取 r<r) ,使 对 于 [一 2x,2xj] 中 的 任何 两 点 x ,x ,只 要 |x 一 x | 所 7, 就 有 

[f(r 一 Fe [< 六. 
以 下 的 证 明和 (i ) 对 应 部 分 类 似 . 首先 ,对 刚才 确定 的 r, 写 出 (4)? 式 ,显然 , 当 0 委 ! 委 rr， 一 r 委 xz 委 rr 时 ,有 
xz 十 IE[ 一 2r,2r]，z 一 上 GE [一 2r,2r], 故 
[f(rtD-f(r)|<5， if(r-D)—f(n|< 子 


4M 


从 而 . 当 一 x 委 zzr< 委 r 时 (5) 式 成 立 . 同样 (6) 式 成 立 . 了 是. 当 o>N| Lb 切 xE[ 一 x.xj, 恒 有 


.2 T 
esin2 一 


2 
lo (x)— f(x) |<e, 
故 oz) 在 一 rzr 委 z 委 xx 上 一 致 收敛 于 f(x). 
最 后 ,我 们 举例 说 明 , 若 f( 一 mw) 关 了 (7), 则 一 般 不 能 断定 mw (z) 在 (一 x,r) 内 一 致 收敛 于 f(x). 例 如, 设 
fxr)=x (一 TS 安 z 委 天 ). 
我 们 证 明 这 时 的 oz) 在 一 r<zr<r 内 不 一 致 收敛 于 f(x). 用 反 证 法 ,假定 oi(7) 在 一 x 过 x 过 x 内 一 致 收敛 
于 /(z) 二 x. 由 侍 里 叶 级 数 的 收 钱 性 定理 ( 即 犹 利克 雷 定理 ) 知 ， 


limS, (xr)=S(r) (xrEA), (7) 
这 里 
zxz) 一 .r， 一 T<<7Z<<r， 
S(7r)= — 
I IO) 0 -0， 二 十 元， 


由 此 可 知 .SCr) 在 点 x==x 和 == 一 x 不 连续 ,但 另 一 方面 ,根据 (7) 式 ,利用 138 题 的 结果 知 ， 
limog, (x) = Sx) (XXENA). (8) 

由 反 证 法 的 假定 ,5 (如 在 一 < 之 x 内 一 致 收 合 于 S(X) (在 一 x 二 rz 过 x 内 .f(zx) 一 x 一 S(tr)). 而 由 (8) 式 ， 
当 = 区 和 = 一 r 时 ,o(z) 也 收敛 于 SCz) , 故 知 ez) 在 一 r 委 z 委 r 上 一 致 收敛 于 SCz), 显然 ,0, (x) 都 是 
x 的 连续 函数 (一 x 志 x 声 0). 由 此 可 知 ,极限 函数 SCz) 也 必 在 一 r 委 z 魏 rz 上 连续 ;此 与 SCz) 在 z 一 x 和 一 
一 r 不 连续 的 事实 相 了 矛盾, 此 矛盾 证 明了 c,(z) 在 (一 r,r) 内 收敛 于 FAz)=z 不 是 一 致 的 . 

本 题 证 毕 . 

【3135】 对 于 函数 f(z) 二 |x| (一 xr 委 z 委 zx). 作 出 费 耶 尔 多 项 式 o2,_ 1 (z)， 

解 由 于 .Az) 是 偶 函 数 , 故 

b=0 (7 一 1,2，……)， 


2 LL 
co 一 dz 一 区， 
0 


nT 


a = | rcosnrdz 2 [ DD)"—1] (n=1,2,.…), 
x Jo nx 


4 


故 ax 一 0, ax 1 (DhR—1) x (& 一 1,2,…). 于 是 ， 
2 2 nl 
_x i x 2k—1 4 
az 1 一 了 十 2 (1 Tr )aicosiz 21 2 (1 =1)| Cs 1)x 
8 TY nk cos(2k— Dr 


工 
2 xT 一 /272 一 1 (28 一 1) 


友 一 ] 
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